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ﬁj Linearis diszkrét modellek

Linearis diszkrét modellek
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Linearis differencia egyenletek

A szamitégép bemenetei e, €1, ..., ek, kimenetei uo, u1, ..., ux. Az uy értéke
kifejezhetd a kordbbi bemenetek és kimenetek fliggvényében.

Uk = f(eo,el, eeey €k, U, UL, ...,uk_l).

Feltessziik, hogy uy az f linedris fliiggvény véges szami e és u értékeivel irhatd
le.

Uk = —A1UL—1 — A2UL—2 — ... — AnUk—n + Dok +brex—1 + ... +bmer_m

v(f)

diszkrét modellel Linedris differencia egyenletek Budapest, 2015



ﬁj D Sl e

Az eg, €1, ..., €k, ... bemenetekre alkalmazzuk a z-transzformaciét:

E(z) = Z{ex} = Zekz_k

k=0
Az uo,u1, ..., ur kimenetekre is alkalmazzuk a z-transzformaciét:
oo
—k
U(z) = Z{ux} = E Uz
k=0

Az atviteli fliggvény:
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ﬁj D Sl e

Példa egy atviteli fliggvényre. Induljunk ki a trapézszabdly alabbi kozelitésébdl:

T
Uk = —Uk—1 + 5(616 + er—1)

Szorozzuk mindkét oldalt z~*-val és Gsszegezziik k-ig:

oo oo oo oo
& &, T —k —k
ugz L= — Uk_12 "+ 5( epz "~ + ex—12 ")
k=0 k=0 k=0 k=0

Atalakitésokkal: _ T _
U(z) =2""U(z) + E(E(z) + 27 'E(2))
Az atviteli fliggvény:
H(z)=22+1

Linedris diszkrét modellek / Diszkrét tviteli fiiggvény Budapest, 2015



Diszkrét atviteli fuggvény

A diszkrét tviteli fliggvény altalanos alakja:

n n—1 n—m
H(z) = boz" + b1z + ...+ bnz _ b(z)

2P+ a1z taz" 2+ .t an a(z)

Az atviteli fliggvények parhuzamos, soros és visszacsatolt kapcsolasait mutatjak

az abrak.
e * M u
oz H,
+
. +
— O . A
+ e »
—-—» o—>l H, KL e H,(2)
H&D = —H oG
H) = Hy@) + () HG) = H @) H,y @) 12,

s

Tetsz6legesen kapcsolt rendszerek ered6 atviteli fliggvényét a fenti
alapkapcsoldsok felhaszndlasaval irhatjuk fel.

Linedris diszkrét modellek / Diszkrét tviteli fiiggvény Budapest, 2015
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A diszkrét atviteli fliggvény dltaldnos alakja:

U(z) = H(z)E(z) = %E(z) = b(2)e

ahol
_ E(2)
=)
a(z)¢ = E(z)

Példa: Az atviteli fiiggvény:

3 2
H(z) _ b(Z) _ boz” + b1z° + baz + b3

a(z) 23 +a122 +asz +as

Részletezve:

(2* +a12° +azz+as) =e
(boz® +b12° + bz +b3)E =u

Linedris diszkrét modellek / Irdnyithatésagi alak Budapest, 2015



z3£ =e— a122§ —a22€ — azé
£(k+3) = e(k) — ar&(k + 2) — azé(k + 1) — asé(k)

Allapotvéltozékat vezetiink be:
z1(k+1) = —a1z1(k) — azx2(k) — azzs(k) + e(k)

J)g(k’ + 1) = CC’1(]€)
563(]6 + 1) = :Uz(k)
Az allapotegyenlet:

—al —a2 —as 1
aholAczll 0 0],Bc:[0].
0 1 0 0
A kimendjel

u = (b1 — aibo)z1 + (b2 — azbo)x2 + (bs — asbo)xs + boe

alapjan a kimeneti egyenlet:
u(k) = Cex(k) + Dee(k)

ahol Cc = [bl — a1b0 b2 — azbo b3 - a3b0], DC = [bo] .

Linedris diszkrét modellek / Irdnyithatésagi alak Budapest, 2015
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Az dllapotegyenlet:

z(k +1) = Aoz(k) + Boe(k)

—a1 1 0 b1 —aibo
ahol Ao = | —a2 0 1 g Bo = b2 — a2b0 0

—as 0 0 b3 — a3b0
A kimeneti egyenlet:

u(k) = Cox(k) + Doe(k)

ahol Co =1 0 0], Do = [bo].

Linedris diszkrét modellek / Megfigyelhetdségi alak

Budapest, 2015
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Megfigyelhetoségi alak

diszkrét modellel Megfigyelhet8ségi alak Budapest, 2015



@ Diszkrét allapottér reprezentacié

A folytonos idejii allapottér reprezentacié alakja:
z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
ahol 2(0) = x(to) a kezdeti érték.
Az dllapotegyenlet megolddsa a kovetkezo:
z(t) = e x(to) + A7) Bu(r)dr
Alkalmazzuk a mintavételezett rendszerre.’ Legyen t = kKT 4+ T és to = kT
KT+T
(kT +T) = e* 2 (kT) —l—/ A=) By (r)dr
kT
Alkalmazzunk tipikus zérusrendii tartét, azaz
u(t) = u(kT),
ahol kT < 7 < kT + T'. Vezessiik be tovabba a n = kT + T — 7 jelolést.

Linedris diszkrét modellek / Diszkrét dllapottér reprezentécié Budapest, 2015 13 /33



A mintavételezett rendszer allapota

T
(kT +T) = e*Ta(kT) + / e dnBu(KT)
0

Definidljuk a kovetkezéket ¢ — 47T
oy
r= / e*ManB
0

A diszkrét allapottér reprezentacio:
z(k+1) = ®x(k) + Tu(k)
y(k) = Cz(k)

Linedris diszkrét modellek / Diszkrét dllapottér reprezentécié Budapest, 2015



@ Diszkrét allapottér reprezentacié

Az allapotegyenlet matrixainak kozelitd osszefliggései az aldbbiak:
2712 33
d=e I—I—AT+AT—|-AT+...
=1+ ATV

2! 3!

A2T2
+ ...

ahol O =7 + 4 2, +

Az atviteli fliggvény:
(21 — ®)X(2) =TU(2)

Y(z) =CX(z)
alapjan
H(z) = 58 C(2I — &)7'T

Budapest, 2015 15 / 33
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Folytonos atviteli fliggvény diszkrét

ekvivalense

Folytonos atviteli fuggvény diszkrét
ekvivalense

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Folytonos tviteli fiiggvény diszkrét ekvivalense Budapest, 2015 16 / 33



@ Egy folytonos fliggvény kozelitése

Legyen e(t) folytonos fiiggvény. Az abran Idthaté médon
e(0),e(1),...,e(tr—1), e(tr) értékekkel szegmentsljuk és ezekbdl az értékekbdl
kivanjuk kozeliteni az alabbi integralt:

J= /Ot e(t)dt

Feltessziik, hogy az integral kozelitése 0-tdl tx_1-ig rendelkezésre all és ezt
up—1-¢€l jeloljik. A feladat az ux kozelitése. Attdl fliggben, hogy ur_1 mellett
az ep_1-et, az ex-t, vagy mind az ej_i-et és az ex-t haszndljuk, mas
médszerhez jutunk.

e e / € i
k-1 k k=1 k

k=1 k

Folytonos atviteli fiiggvény diszkrét ekvivalense / Egy folytonos fiiggvény kozelitése Budapest, 2015 17 / 33



@ Trapéz szabdly
A kijelolt teriilet: A = %(ek + ex—1). Ha feltessziik, hogy a
mintavételi id6 T allandd, akkor a kovetkezd integral értéket kapjuk:

T
Uk = Uk—1 + 5(% + er—1)

o Eldrefelé irdnyuld szabdly
up = ug—1 + Teg—1
@ Hatrafelé irdnyulé szabdly

ur = uk—1 + Tex

e

k-1 k k-1 & k=1 k

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Fiiggvény kozelitése Budapest, 2015 18 / 33



@L Feladat megfogalmazasa

Adott H(s) folytonos idejii tviteli fiiggvény. Hatdrozzuk meg azt a diszkrét
atviteli fliggvényt, ami ugyanazt a karakterisztikdt kozeliti.
Harom megkozelitést alkalmazunk:

@ numerikus integralds

@ pdlus-zérus leképezés

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Feladat megfogalmazésa Budapest, 2015



Legyen az atviteli fliggvény alakja a kovetkez6:

U(is) a

Hs) = E(s)  s+a

ami a kovetkezd differencidlegyenletnek felel meg:
U+ au = ae.

Oldjuk meg a differencislegyenletet:

u(t) = /0 (—au(r) + ae())dT,

Megoldds a kT helyen:

kT—T kT
u(kT) = /0 (—au + ae)dr + /k (—au + ae)dr

T-T
= u(kT — T)
+ {(—au+ae) teriletea kT —T <7 < kT tartomédnyon.}

A numerikus integrélds soran szabdlyokat keresiink a teriilet vmeghatdrozasara.

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Numerikus integrélds Budapest, 2015 20 / 33



1. Forward rectangular szabaly (forward Euler szabaly)

ul (kT) = ur (kT — T) + T[—au1 (kT — T) + ae(kT — T)]
=1 —-al)ui (kT —T) + aTe(kT —T)
Az atviteli fliggvény:

aTz! a

Hr@) =T —am i ~ GoD/T 1

2. Backward rectangular szabaly (backward Euler szabaly)

uza(kT) = ua (kT — T) + T[—auz(kT) + ae(kT)]

_ ux (kT —T) aT
T 1+4aT +1+aT6(kT)

Az atviteli fliggvény:

al 1 alz a

Bl = I @ T/ al) 0+ a) -1 G-D/TA +a
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3. Trapezoid szabaly (Tustin szabaly)

ug(kT) = us(kT —T) + %[—au3(kT —T) + ae(kT —T) — aus(kT) + ae(kT)]

1—aT/2 aT/2
= =S (kT —T) + — L2 _[es(kT - T i
1+aT/2u3(k )+ 1+aT/2 [ea(k )+ es(kT)]
Az atviteli fliggvény:
aTl(z+1) a

Hr() = Gram)erar—2 = G/DIG-D/G D +a

Osszefoglalva:

H(s) | Médszer | H(z)

e Forward szabdly Hr(2) = c7a

s Backwar.d szabaly Hg(z) = ey IGEET
~ta | Trapezoid szabdly | Hr(2) = mrme—7ai00a

Budapest, 2015

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Numerikus integrélds



A H(s) és a H(z) 6sszehasonlitdsa alapjan a harom megkdzelités a kdvetkezét

mutatja:

Médszer | Kozelités

£ z—1
Forward szabaly | s+«
Backward szabaly | s %

g < 2 z—1
Trapezoid szabaly | s+ Fi7

A kozelitések alapjan z kifejezhet6 s-sel.

Médszer | Kozelités

Forward szabaly | z=1+Ts

. _ 1
Backward szabaly | 2= 172

Trapezoid szabdly | = }f;ig

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Numerikus integrélds

Budapest, 2015



Allapottér reprezentacié numerikus

integralas modszere alapjan

& = Az + Be
u=Cz+ De
Laplace transzformalt:
sX =AX + BE
U=CX+ DE

z

Vizsgaljuk a forward rectangular szabalyt (s < 271) és alakitsuk t az
allapotegyenletet:

2=y _Ax+BE

Id8tartomanyban a z operator eléretol (forward shift), azaz zz(k) = x(k + 1)
z(k+1) —x(k) = TAx(k) + T Be(k)
z(k+1) = (I +TA)x(k) + TBe(k)
és a kimeneti egyenlet:
u(k) = Cx(k) 4+ De(k)

Folytonos &tviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Allapottér reprezentacié numerikus integrilds médszere alapjan Budapest, 2015 24 /33



Allapottér reprezentacié numerikus

integralas modszere alapjan

Vizsgéljuk a backward rectangular szabalyt (s + ZT_ZI) és alakitsuk at az

dllapotegyenletet:

z —

Tz
Id6tartomanyban
Yo (k + 1) — (k) = TAz(k + 1) + TBe(k + 1)
z(k+1)—TAx(k+1) —TBe(k+1) = z(k)
Vezessiik be a w 0j valtozdt a kovetkezd definicidval:

w(k+1) = z(k)

1X:AX—i—BE

A jelek kozotti kapcsolat:
(I —-AT)x =w+TBe

x=(—AT) 'w+ (I — AT)"'BTe

A fenti definicié alapjan:
w(k+1) = (I — AT) 'w(k) + (I — AT) "' BTe(k)

és a kimeneti egyenlet:
u(k) = Cz(k) + De(k) = Cw(k + 1) + De(k)
= C(I — AT) 'w(k) 4+ [D + C(I — AT) "' BT)e(k)

Folytonos &tviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Allapottér reprezentacié numerikus integrilds médszere alapjan Budapest, 2015



Allapottér reprezentacié numerikus

integralas modszere alapjan

Vizsgaljuk a trapezoid szabdlyt (s < 2 j__&) és alakitsuk 4t az
dllapotegyenletet:

2} 83—

T z + 1

AT BT
Id6étartomanyban AT =i
z(k+1)—ax(k) = T[x(k +1) +z(k)] + T[e(k + 1) + e(k)]
AT BT AT BT

Vezessiik be a w 0j valtozdt a kovetkezd definicidval:

VTu(k+1) = a(k) + Sl a(k) + Ze(k)

A jelek kozotti kapcsolat:
= %)x =VTw+ g

= (- A0 Tw+ - £5)1 B

Folytonos &tviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Allapottér reprezentacié numerikus integrilds médszere alapjan Budapest, 2015



Allapottér reprezentacié numerikus

integralas modszere alapjan

Az Osszefliggést helyettesitsiik vissza az allapotegyenletbe:
AT AT BT BT

VTw(k+1) = (I + <) = =) " {VTw(k) + —-e(k)} + —-e(k)
wlk+1) = (1 + 201 = ALy 4 {1+ ALy - A5y By
= (14 5000 = Z5) k) + (1 - 21) 7 BYTe(h)
és a kimeneti egyenlet:
u(k) = Cz(k) + De(k)
= VTO( - 50y (k) + (D + O - £1) 1 E ety

Folytonos &tviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Allapottér reprezentacié numerikus integrilds médszere alapjan Budapest, 2015



Allapottér reprezentacié numerikus

integralas modszere alapjan

Az eredményeket egy tablazatba foglaljuk:

Diszkrét ekvivalens alakja:

w(k + 1) = dw(k) + Ce(k)
u(k) = Hw(k) + Je(k)

A kozelitések alapjan z kifejezheté s-sel.

| Forward | Backward | Trapezoid
o | (I+AT) (I-AT)™* 2= e
r BT (I - AT)"'BT (I - 4A5)y~'BYT
= ¢ C(I - A7)~ VTC(I — AT)~!
J D D+C(I—AT)"'BT | D+C(I — 4F) ' BL




@ Pé6lus-zérus leképezés

A szabdlyok a kovetkezok:

@ 1. szabdly: A H(s) minden pélusénak leképezése H.,(z)-be z = ¢*”. Ha
H(s) pdlusa s = —a, akkor H,(2) pdlusa z = e~ T, Ha H(s) pélusa
s = —a+ jb, akkor H,,(2) pélusa z = re?’, ahol r = e=T és 6 = bT.

@ 2. szabdly: Minden véges zérusanak leképezése H.,(z)-be z = 7. Ha
H(s) zérusa s = —a, akkor Hp(z) pdlusa z = e T, Ha H(s) zérusa
s = —a+ jb, akkor H.,(z) zérusa z = re’®, ahol r = e7%T és 0 = bT.

@ 3. szabdly: A H(s) s = oo zérusdnak leképezése z = —1.
Megjegyzés: A H(s) egy s = oo zérusanak leképezése z = oo. Emiatt
H.,(z) zérusszdma kisebb, mint a véges pdlusok szdma, azaz nincs direkt
atviteli tag.

@ 4. szabdly: Az er8sitét gy kell bedllitani, hogy illeszkedjen a H(s)
erGsitéséhez. Ez a kovetkezdképpen tehetd meg altaldban:

H(s)|s=0 = Hzp(2)]2=1-

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Pélus-zérus leképezés Budapest, 2015 29 /33



@ Pé6lus-zérus leképezés

Példa: Alkalmazzuk a szabalyokat

a 1
H(s)= —=5+—
st+a s+l
atviteli fiiggvényre. Az 1. szabaly miatt p = ¢=*7, a 3. szabély miatt z = —1

azaz
z+1
Hep(2) = — 5
A 4. szabdly miatt

2

He.p(2)|:=1 = 1_ ool

Ezért az erbsité megvélasztisaval:

_(z+ 1) - e T

T 2(z—e9T)

A 3. szabdly megjegyzésének figyelembe vételével:
1— efaT

2(z —e=oT)

H.p(2)

H.p(2) =

Folytonos atviteli fliggvény diszkrét ekvivalense / Pélus-zérus leképezés Budapest, 2015 30 /33



@ Matlab gyakorlat

Matlab gyakorlat

Matlab gyakorlat / Matlab gyakorlat Budapest, 2015 31 / 33



Feladat: Ilrjuk fel a

z—1

H =
(2) 2242403

diszkrét atviteli fiiggvény folytonos ekvivalensét zérusrendii tartd
alkalmazasdval. A mintavételi id6 Ts = 0.05s.
Megoldds: A d2cm Matlab fiiggvény alkalmazasaval oldjuk meg a feladatot:

SYSC =D2CM(A,B,C,D, TS, METHOD)
ahol SY SC a folytonos modell, A, B, C, D a diszkrét modell, T'S a mintavételi
id6, METHOD az alkalmazott mddszer.
A mddszer a kdvetkezd lehet: 'zoh': zérusrendi tartd, 'tustin’: bilinedris
(trapéz) kozelités.
Vizsgéljuk meg az illesztést idS és frekvencia tartomanyban. Vizsgéljuk meg a
mintavételi id6 hatdsat.

Matlab gyakorlat / Matlab gyakorlat Budapest, 2015



Hézi feladat: irjuk fel a

z+0.2
(z4+0.5)(22 + 2+ 0.4)

H(z) =

diszkrét atviteli figgvény folytonos ekvivalensét zérusrendii tartd
alkalmazasaval. A mintavételi idé6 Ts = 0.01s.

Matlab gyakorlat / Matlab gyakorlat Budapest, 2015 33 / 33
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