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@ Mintavételezés

Mintavételezés
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Mintavételezés illusztracidja

A folytonos idejii rendszer szabalyozasat digitdlis szamitégéppel végezziik. Egy
digitdlis szabalyozasi rendszer egyszeriisitett hatdsvazlatdt mutatja az dbra.
@ A folytonos rendelkezé jelet a mintavételezé berendezés szakaszos jellé

alakitja at.

@ Ezutdn a kédol6 berendezés a mintavételezési idopontokban rendelkezésre
allé adatokat tartalmazé szakaszos jelet kvantélja (végesszdmi szdmjegy)
és kédolja (pl. kettes szamrendszerli impulzussorozattd alakitja). A
digitalis szamitdgép feldolgozza az adatokat és ugyancsak kéd formdjaban
szolgaltatja az eredményt.

@ A dekddold egység a kimend szamjegyeket kiilondllé mintavételezett jellé

alakitja vissza.

@ A szabalyozési rendszer egyéb részei folytonos (esetenként diszkrét)
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Mintavételezd eljdrasnak nevezziik azt a folyamatot, e o
amelynek sordn a folytonos jel szabalyosan elosztott
adatsorozattd alakul at. A feladatot végrehajté kom-
ponenst mintavételezd szervnek nevezziik.

@ Az adbrasor egy mintavételezési eljardst mutat,
amelyben a mintavételezé szervet egy allandé
T id6kozonként nagyon rovid v idétartamra
z3rddo érintkezd jelképezi.

@ A mintavételezés eredményeként az f(t)
folytonos fiiggvénybdl az f*(t)
mintavételezett, szakaszos fliggvény all elo, |
amely v széles kiilonallé pulzusok sorozatanak

tekinthetd. Ezt hivjuk fizikai . [l
mintavételezésnek. e T L st

@ Minél rovidebb a mintavételezési id6, annal i
kevésbé viltozhat a jel a mintavételezés
kozben. A mintavételezett jelet o
négyszoglokések sorozataval kozelitik. sl P
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Mintavételezé eljarasnak nevezziik azt a folyamatot,
amelynek soran a folytonos jel szabdlyosan elosztott
adatsorozattd alakul at. A feladatot végrehajté kom-
ponenst mintavételezé szervnek nevezziik.

@ A I6késhulldm teriiletét vessziik ardanyosnak a
folytonos idéfiiggvény értékével. Egy-egy
négyszoglokést impulzussal helyettesithetiink,
azaz végtelen amplituddjd, végteleniil kis
idétartamu, teriilete viszont véges értékd,
mégpedig az nT iddpontban f(nT') értékével
aranyos. Az ardnyossagi tényezd v értékii. Az I

aranyossagi tényezot 1-nek veszik a |
gyakorlatban. s ofn
0 T 3ar L

@ A mintavételez6 T periédusonként zar és a @
keletkez6 impulzus teriilete megegyezik az
f(nT) fiiggvényértékkel. Ezt hivjuk
matematikai mintavételezésnek.
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@ Diszkrét Laplace-transzformalt

Diszkrét Laplace-transzformalt
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A mintavételezé eljards felfoghatdé, mint impulzussorozat amplitidé
modul3cidja.
A bemengjel a folytonos

f(t)’ (1)

a modulalandé jel egységimpulzus soro-

zat: fmi J_UT

oo
i*(t) = 8(t—nT), ) P-nie
n=0

a kimendjel a modulalt impulzussorozat £l
£ = F(0)i* Z 8(t — nT) 3 7

Az impulzusfiiggvényben 6(t —nT') mindeniitt zérus, kivéve t = nT" idépontban,
ezért a mintavételezett fliggvény a kovetkezé alakban is kifejezhet6:

=Y f(nT)s(t — nT)

n=0
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@ Diszkrét Laplace-transzformalt

Mivel f(nT) allandd, ezért f*(t) Laplace-transzformaltja egyszeriien
meghatarozhaté:

oo

F*(s)= Y f(nT)e "
n=0
Ezt diszkrét Laplace-transzformaltnak nevezziik.

Ha az F*(s) diszkrét Laplace-transzforméltban bevezetjiik az e = z
helyettesitést, a mintavételezett f*(¢) fuggvény z transzformaltjat kapjuk:

=3 Ty

@ Fontos hangilyozni, hogy F(z) mas fliggvényt ad a z valtozdra nézve,
mint F(s) az s véaltozéra nézve.

@ Az eljaras eldnye az egyszeriiség, hatrdnya a végtelen sorral valé kifejezés.

o Megjegyzés: Dirac delta fiiggvény Laplace transzformdltja: £(d(¢)) = 1,
de L(§(t — ¢)) = e~ “°. Bizonyités:
LOE—c)= [0t —c)e dt = [ _6(t—c)e **dt = e
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ﬁj Példak

1. Példa

Hatdrozzuk meg az f(t) = 1(¢) egységugras fiiggvény z-transzformaltjst.
Megoldas:

A kimenéjel a moduldlt impulzussorozat:

Fr(t)=>_68(t —nl).
n=0

A diszkrét Laplace-transzformalt:
oo

1
* _ —nTs __
F(s)—;e ==
A z-transzformalt:
= _ 1 z
F = n = =
(2) nz::oz 1—2-1 z—1

ahol a geometriai (mértani) sorokra vonatkozé Ssszefiiggést haszndltuk ki.
Megjegyzés: Sp = a1 + a1q+ ... + a1¢" ", Sn-t kifejezve:
Sn =a1(¢" —1)/(qg — 1). Az &sszeg konvergencidja:

limn—00Sn = limpnoca1(¢" —1)/(¢—1) =a1/(1 —q)
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2. Példa

Hatarozzuk meg az f(t) = e~ exponenciilis fiiggvény z-transzformaltjat.
Megoldas:

A kimenéjel a moduldlt impulzussorozat:

@)= Z e "t —nT).

A diszkrét Laplace-transzformalt:

o0 oo
* —anT —nT's —n(a+s)T 1
F (3): E e e — E e =
1 —eTse—an
n=0 n=0

A z-transzformalt:
oo oo

Fe)=Y (™)=Y (ol = =

- 1 — z—le—aT z_e—aT'

n=0 n=0

ahol a geometriai sorokra vonatkozé Gsszefiiggést hasznaltuk ki.
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Zart képlet a diszkrét

Laplace-transzformalt meghatarozasara

Az F(s) Laplace-transzformiltat tortfliggvényként feltételezve

FO= £

ahol F%(s) a zérushelyeket megadd szamlélé, Fy(s) a pSlusokat megadd nevezé.
A diszkrét Laplace-transzformalt

P
* F.(p) 1
F(s) = E Resp—p,
( ) = p=p Fp(p) 1— e_T(s_p)

ahol F.(p) = F.(8)|s=p és Fp(p) = Fp(8)|s=p, tovabba p; az F,(s) =0
egyenlet egyik gycke. P az F'(s) pdlusainak szdma.
Egyszeres pélusok esetén:

ahol Fy(pi) = 22,
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Zart képlet a z-transzformalt

meghatarozasara

Egyszeres pélusok esetén az e*7

z-transzformalt.

= 2 helyettesitéssel kaphaté meg a

() 1
(po) T— 21T
)

bS]

X

i=1

i=1

<3|

3

pi Z
(pi) 2 — €TPi

<3

p dF,
ahol F.(ps) = Fx(s)lamp, és Fy(pi) = 22,
A formula elénye, hogy a z-transzformaltat zart alakban allitjuk elé, szemben

az eddigi végtelen sor kifejezésekkel.
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ﬁj Példak

3. Példa: Hatdrozzuk meg az f(¢) = 1(t) egységugras fiiggvény
z-transzformaltjat.
Megoldds: Az 1(t) folytonos fiiggvény Laplace-transzformaltja

1
Fy ==
S

aminek egyetlen pdlusa van a p; = 0 helyen.
F.(p1) = F.(8)[s=p, = l|s=0 =1,

dFy(s
Fym) = 2O 1) =1

F.(p1) 1 1 z
F = = =
(2) ; Fj(p1) 1 — z—teTp: 1—2"1 2z-1

Diszkrét Laplace-transzformalt / Budapest, 2015 14 / 37



ﬁj Példak

4. Példa: Hatdrozzuk meg az f(t) = e~ ** exponencilis fiiggvény
z-transzformaltjat.

Megoldas: Az e~** folytonos fiiggvény Laplace-transzformaltja

1

Fs = ,
s+«

aminek egyetlen pdlusa van a p1 = —a helyen.

Fa(p1) = Fa(8)ls=py = ls=—a = 1,

dFy(s
F;(pl) = (;S( )|S:P1 S ==l

Diszkrét Laplace-transzformalt / Péld4k
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ﬁj Példak

5. Példa: Hatarozzuk meg az

v
(s+a)(s+b)’

g =

(0 < b < a) Laplace-transzforméltnak megfeleld z-transzformiltat.
Megoldds: Az Fs-nek két pélusa van a p1 = —a és p2 = —b helyeken.
Fi(p1) = Fa(8)ls=pr = Us=-a = 1, Fz(p2) = Fx(8)ls=p> = l|s=—0 = 1,

dFy(s
Fé(pl) - %'S:pl = (28 +a+b)|5:P1 = (23+a+b)|s:—a =b—a,

dF,
Fy(p2) = 55(8) |s=p2 =(25+a+b)lemcs = (25 +a+b)ls=—s =a—b,

Z F’ 1 —z—leTPz

B | 1 1 1
T b—al—zledT  g—bl—zle T
1 z 1 z
b—az—e T  qaq—bz—e 0T
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A z-transzformdcid és inverze a kovetkezéképpen definidlhaté:

F(z)= 3 f(ur)"

n=0
T F(2)z"! =0,1,2,.
f(nT) = 271_37{ dz,n=0,1,

@ AT zirt gorbe az Sramutatdval ellentétes iranyban koriilfogja F'(z)
valamennyi szingularitdsat és az origét is, a z = oo pontot azonban nem.
A T gorbeként az origé kozéppontli egységsugari kort valasztjuk.

@ Megjegyezziik, hogy az inverzids képlet nem adja meg a teljes
idéfliggvényt, hanem csak az f(nT) fliggvényértékeket a t = nT'
idépontokban.

Diszkrét Laplace-transzformalt / A z-transzformicié invertaldsa
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@L Az inverz z-transzformalt kiszamitasa

1. médszer: Szamitas reziduum tétellel

P
f(nT) = Z Res,—px F(2)z"!
i=1

ahol az Ssszegzést ki kell terjeszteni az F(2)2" ' valamennyi p; pélusira a
komplex z sik I" gorbéjén beliil.

A reziduum kiszamitdsara a kovetkezd képletek hasznalhatdk fel.

@ Ha F(z) pélusai egyszeresek és a nevezd gyoktényezés alakban szerepel,
akkor

ResZ:p:F(z)znf1 = lim,pr (2 — pr)F(z)z" "
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@L Az inverz z-transzformalt kiszamitasa

A reziduum kiszamitdsara alkalmazhaté tovabbi esetek:
@ Ha F'(2) fliggvény F,(z) nevez&je nem gyoktényezds alakd, akkor

n—1 F. (Z) n—1
Res,—pr F(2)2" 7" = F(2) 2" s=pr

ahol F(p;) = 2| .

@ Ha F(z) fijggvenynek tObbszoros, példaul k-szoros pdlusai vannak, akkor

1 4t e
P F(2)2" oy

Resz:p;«F(z)znfl F—Ddo T [(z — =}
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@L Az inverz z-transzformalt kiszamitasa

2. médszer: Szamitas résztortekre bontassal
Az F(z) hanyadost a kdvetkezd (hasonld) alakui résztdrtek Gsszegére bontjuk:

z z z(z — )

Alz—a’Az(z—oz)z+ﬂ2’A3(z—a)2+,32’

Ezek inverz z-transzformiltja ismert (kdnnyen kiszamithatd), vagy
tadblazatokban is megtalalhaté.
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@L Az inverz z-transzformalt kiszamitasa

@ 1. Példa és megoldasa

Fz) = AvZe, JnT) = Ara®, f(t) = Arat'"
@ 2. Példa és megoldasa
z . .
F(:) = Ao, (nT) = AsasindnT, (1) = Asusindt

ahol Agn = Az sin bT'
Magyardzat: a = cosbt, 8 = sin bt helyettesitéssel:

zsinbT

Fz) = 22 —2zcosbT + 1’

f(nT) =sinbnT, f(t) =sinbt

@ 3. Példa és megoldasa

F(z) = A;;%, f(nT) = AscosbnT, f(t) = Ascosbt
Magyarazat: o = cosbt, 8 = sin bt,
z(z — cosbT)

F(z) = f(nT) =cosbnT, f(t) = cosbt

22 —2zcosbT + 1’

Diszkrét Laplace-transzformalt / Szdmitas résztortekre bontassal Budapest, 2015 21 /37



@L Laplace-transzformalt és z-transzformalt

Néhany példa

| f(®) | F(s) | F(z) | f(nT) |
5() 1 1 1
1(t) 2 ~5 1
1(t) P (Z%)Q nT
e—aT SJ,_% z,:;aT e—anT
te=oT ﬁ 7(;_2:__;;)2 nTe T
e —e™ <S+Z§<‘Z+b> (zj(:—:TT)Z:—:TgT) et — e
sin bt ﬁ % sin bnT
cos bt ) % cosbnT
e_at sin bt (s+a.§72+b2 22 _22625;;10552;‘16_2(111 e_‘”"T sin bnT
e~ cos bt (S:JS_W = _;Z(:__f;i;cbc;i?_%T e " cosbnT

Diszkrét Laplace-transzformalt / Laplace-transzformalt és z-transzformalt
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1. Példa: Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvénye inverzét

aT'z
Megoldds: Az F(z) fiiggvénynek tdbbszords pdlusa van

1 k-1 )
(k—1)! otz —1i)

I*’ueszzij(z)z”_1 = kF(z)z"_l]zq,;

alapjan (k=2):
olz" li[(z _ a)2 aTz" l
(z—a)?  1ldz (z—a)2™"

-1
=aTna" " =Tna"

Res.—q

A megoldas:
f(nT) =Tna™, f(t)=ta"
Vegyiik azt a példat, ahol @ = —e= 27T

f(nT) =Tne ™", f(t) =te ™

23/
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2. Példa: Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvénye inverzét

1.26422

F(z) =

(z —1)(2% — 0.104z 4 0.368)

Megoldds: Az F(z) fiiggvény pdlusai: pi =1, p5 = 0.052 + 50.605,
p3 = 0.052 — j0.605. Az alkalmazott Ssszefiiggés:

Res,—pr F(z)z" ' = lim,px (2 — pH)F(2)z""!
alapjan p7 = 1 esetben:

1.264z2" ! 12641770 N
(z—1)(22 — 0.104z + 0.368) 1 —0.104 +0.368

lim,—1(z — 1)

ps = 0.052 + j0.605 esetben:

1.2642" 11
(z —1)(22 — 0.1042 4 0.368)
~ 1.264 - (0.052 + j0.605)" "
~ (—0.948 + 5 - 0.605)7 - 1.21

p3*x = 0.052 — 70.605 esetben: ...

limz_>0_052+j04605(21 —0.052 — ]0605)
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2. Példa: Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvénye inverzét
1.2642°

F(z) =

(z —1)(2%2 — 0.104z + 0.368)
Megoldds: Résztortekre bontdssal:

z  (05+5-0.265)z  (0.5—j-0.265)z
z—1 z—(0.052+j-0.605) z— (0.052 —j-0.605)
Az utolsé két tagot atalakitjuk. Legyen

e @+ — ¢7% cosh — je @ sinb = 0.052 + j - 0.605,

F(z) =

aminek megolddsa: a = 0.5 és b = —1.487.

z (0.5+37-0.265)z (0.5 —j-0.265)z
2—1 z— ¢ (05-51.487)  , _ o—(0.5+j1.487)

F(z) =

A tablazat alapjan:

&) =1—(0.5+j-0.265) - e~ 514D HT _ (g5 _ j.(.265) . ¢~ (O-5HL48N) /T
=1—e "%T[cos(1.487 - t/T) — 0.53 - sin(1.487 - t/T)]
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z-transzformaltra vonatkozo tételek

@ Linearitds (szuperpozicid) tétele
Ha Z*[fi1(t)] = Fi(z) és Z*[f2(t)] = Fa(z), akkor
Z7[H1(t) £ f2(8)] = F1(2) £ Fa(2),
azaz Osszegfliggvény z-transzformailtja az Osszetevdk z-transzformaltjanak
Osszege.
Mésrészrél Z*[af(t)] = aF(z), azaz ardnyosan megndvelt f(t)
idéfliggvény z-transzformaltja ugyanolyan ardnyban né.

@ Eltolds idétartomanyban
Ha Z*[f(t)] = F(z), akkor

Z*[f(t — hT)) = =" F(2)
ahol h =0,1,2,... Az id6tartomanyban a fiiggvényt hT idSvel késleltetve,
a z-tartomanyban z~" tényezével kell szorozni.
Példa: Hatdrozzuk meg az 1(t — T') fiiggvény z-transzformaltjst. Mivel

200 =

ezért

Diszkrét Laplace-transzformalt / z-transzformaltra vonatkozé tételek Budapest, 2015 26 / 37



z-transzformaltra vonatkozo tételek

@ Léptékvaltozas a z-tartomdanyban
Ha Z*[f(t)] = F(z), akkor
Z [ f (1) = F(2)(e5T2), a>0
+a

azaz az idétartomanyban e*** exponencialis fiiggvénnyel valé szorzasnak
a z-tartomdnyban léptékvaltoztatds felel meg.

Példa: Hatdrozzuk meg az te®T fiiggvény z-transzformaltjst. Mivel

Tz

U=

ezért

_ ap —aT gp —aT
Z*[te aT] _ ze _ ze
(zefaT _ 1)2 (Z _ efaT)2
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z-transzformaltra vonatkozo tételek

@ Kezdeti értékre vonatkozo tétel
Ha Z*[f(t)] = F(z), akkor

F(OT) = limn—o f(nT) = lim.—oo F(2)

azaz a mintavételezett fliggvény kezdeti értéke megitélhetd a
z-transzformalt viselkedésébdl, a z-tartomany végtelen pontjanak
kozelében.

Példa: Az
1.26422

(z — 1)(z% — 0.104z + 0.368)

fliggvény inverzének kezdeti értéke

F(z) =

1.2642 -
(z = 1)(22 — 0.1042 + 0.368)

FOT) =limnsoo f(NT) = limz 00
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z-transzformaltra vonatkozo tételek

@ Végértékre vonatkozé tétel

Ha Z*[f(t)] = F(z) és F(z)-nek nincsenek pdlusai az egységsugari korén
kiviil, akkor

limn— oo f(NT) = limz—1 == 1F(z)

azaz a mintavételezett fliggvény viselkedése nagy n-re meghatarozhaté az
F(z)(z — 1)/z fuggvény viselkedéséb&l z = 1 pont kdrnyezetében.
Példa: Az
1.2642°
(z —1)(2%2 — 0.104z + 0.368)
figgvény inverzének allanddsult értéke

F(z)=

1.264%
~0.104z + 0.368

limpsoo f(NT) = limz—51 =

Diszkrét Laplace-transzformalt / z-transzformaltra vonatkozé tételek
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@L Atviteli fuggvények

Atviteli fiiggvények
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Mintavételezo rendszerek atviteli

fuggvényei

Az u(t) folytonos jelet mintavételezziik, majd az u*(t) mintavételezett jel a
g(t) sdlyfliggvényli tagon halad keresztiil. Az utébbi kimenetén y(t) folytonos
jel keletkezik. A kimeneten mindig feltételezhetiink egy fiktiv mintavételezét,
amely y(¢) jelbdl y*(t) mintavételezett kimen&jelet allit eld. A rendszerben
szerepl6 két mintavételkezd szervrdl feltételezziik, hogy szinkron miikodnek.

o Az u*(t) jel impulzussorozat:

w(t) =Y u(kT)(t — kT).
k=0
@ At = kT idépontban haté u(kT)d(t — kT') impulzus hatdséra a
kimeneten u(kT)g(t — kT') folytonos jelsszetevd keletkezik. Ez a t = nT'
idépontban u(kT)g(nT — kT') értékii.
@ At =nT idépontban a teljes kimendjel értékét ugy kapjuk meg, ha
valamennyi bemendjel Gsszetevd hatasat figyelembe vessziik:

oo
y(nT) = Z g(nT — kT)u(kT)
k=0
Ezt nevezziik a folytonos fliggvények konvollcids osszegzésének. Fizikailag
megvalésithaté g(t) silyfliggvények esetén az Ssszegzés felsé hatdra
valtozik, hiszen g(nT — kT) =0, ha k > n.
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Mintavételezo rendszerek atviteli

fuggvényei

@ A mintavételezett kimendjel

Y () = 3 y(nT)a(t - nT)
n=0
= Z Zg(nT — kT)u(kT)6(t — nT)
n=0 k=0

o Attérve a Laplace-transzformaltra és n, = n — k index helyettesitéssel:

Yy (s) = Z Zg(nkT)u(kT)efn’“TsefkTs
np=—k k=0
= Z g(npT)e ™ T* Zu(k:T)e_kTS
ng =0 k=0

ahol figyelembe vettiik, hogy g(niT") = 0, ha n; < 0.

@ A diszkrét Laplace-transzformdcié definiciéja:

y (s) = G"(s)u™(s)
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Mintavételezo rendszerek atviteli

fuggvényei

o Az T = 2 helyettesitéssel

y'(z) = i (nxT)z" "k f:u
ng=0 k=0

@ A z-transzformiacid definicidja alapjén:
y(2) = G(2)u(z)

ahol U(z) = 372y u(kT)2 7%, Y (2) = 30°  y(nT)z"" azaz

Z

A mintavételezd rendszer G(z) tviteli fliggvényét z-dtviteli fliggvénynek
nevezziik.

@ Megjegyezziik, hogy az Gsszefliggés csak a mintavételezett idépontokban
adja meg az y(t) értékét, hiszen a z-transzformdacié csak mintavételezett
fiiggvényekre alkalmazhaté.
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ﬁj Példa

Legyen g(t) = e~ és u(t) = e °*. Ebbd&l

o 1 z
G (S) = 1 — e Tseg—al’ G(Z) = 2 — e—aT
. 1 z
Vo) = T V) = s
A kimenéjel diszkrét Laplace transzformaltja:
1 1
Y*(s) =

1 —e Tse—aT 1 e—Tse—bT
és a z-transzformaltja:

z z
Y(z) = z—e"oT z — =T

Résztortekre bontdssal

Y(z) B e—aT 2 N e—bT 2
e—aT _ ebe 2 —e—aoT 67bT —e—aT 5 _ e*bT

inverz z-transzformacidval:
e—aT —bT

—naT € —nbT
y(nT) = ————e€ + —
( ) e—aT _ e—bT B_bT — e—aT

Atviteli

Budapest, 2015



@ Matlab gyakorlat

Matlab gyakorlat
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Feladat: Vizsgaljuk egy rendszer bemend és kimendjeleit kiilonb6zé mintavételi
idok alkalmazésaval.
A szimulacids [épések:

@ Legyen a bemenet normal eloszlasu, 0 dtlagd, 1 variancidji jel. Erositsiik a
jel nagysagat K-val. Alkalmazzuk példaul a Random Number generalast
Simulinkben. .

@ Vezessiik at egy rendszeren, amit atviteli fiiggvénnyel definidlunk, pl.
szaml3lé és nevezd polinomokkal, vagy PID &tviteli fliiggvény struktirdaban
P, I, D komponensekkel. Alkalmazzuk példaul a Transfer Fcn vagy a PID
Controller blokkokat Simulinkben.

@ A bemend és kimendjeleket mintavételezziik. A mintavételezett jelekre
tegylink zérusrendii tartét vagy elsérend(i tartét. Simulinkben Zero-Order
Hold vagy First-Order Hold blokkokat alkalmazzuk.

@ Végiil tegyiink monitorokat (pl. Scope) a folytonos és mintavételezett
jelek mindegyikére. Rajzoljuk a jeleket egymasra, rajzoljuk fel a
kiilonbségiiket. Szdmoljunk ki néhany jellemzét, pl. atlag, variancia,
eltérés.

@ Mdédositsuk a paramétereket, pl. gerjesztés jellemzéit, atviteli fliggvény
jellemzéit, tartdszerv tipusat.
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