- A*-———A &QD&

Diszkrét Iranyitasok tervezése

Heurisztika
Dr. Becsi Tamas



Algoritmusok futdasideje

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Kézlekedésmérndki és Jarmiimérnoki Kar

« Az algoritmus futdsideje fugg az N bemend
parameétertol. Azonos feladat kulonbdzd N értékek
esetén mas futasiddt igényelnek. Példaul:

Linedris keresés esetén az N ndvekedesével egyenes
aranyosan no a futasidd

Bindris keresés esetén N ndvekedesével logaritmikusan nd
a futasigény

EgyszerU (mondjuk buborék) sorbarendezes esetén N-nel
négyzetesen aradnyosan nd a futdasidd

—
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Fuggvények novekedése

« Ha a bemenet mérete elég nagy, akkor az
algoritmus futdasi idejenek csak a nagysagrendije
lényeges, ezért az algoritmusnak az aszimptotikus
hatekonysagat vizsgdljuk.

» Ekkor csak azzal foglalkozunk, hogy a bemenet
novekedésevel mikent ndvekszik az algoritmus futdsi
ideje hatarértékben, ha a bemenet mérete minden
hatdron 10l nd. Altaldban az aszimptotikusan
hatékonyabb algoritmus lesz a legjobb valasztds,
kivéve a kis bemenetek esetét.

—
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sagtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar

udapesti Miiszaki és Gazda.

« Egy algoritmus aszimptotikus futdsi idejét leird
jeldléseket olyan fuggveényekkent definidljuk,
melyeknek értelmezési tartomdnya a természetes
szamok N ={0, 1, 2, .. .} halmaza.

* llyen jeldlesekkel kenyelmesen leirhatd a futdsi idd a
legrosszabb esetben, azaz a T(N) fuggvény, amely
Alfaldban csak egész szamu bemend adattdl fugg.
Mindemellett néha kényelmes az aszimptotikus
jeldlések tobbféle pontatlan haszndlata.
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Peld
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem

Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar

TételezzUk fel, hogy az algoritmusunk futdsideje
meghatarozhatd, és n darabszdm

fUggvényében T(n) = 6n? + 100n + 300 utasitast
igényel. Lathatd, hogy n>20 esetén a 6n? tag joval
nagyobb, és gyorsabban nd, mint a masik tag.
Ekkor az mondjuk, hogy hogy Az == piw ww
algoritmus négyzetesenndé. Eza
viselkedés az egyutthatoktol
fOUggetlen, mindig lesz olyan
natdrszadm, ahonnan a négyzetes
tag a meghatdrozo.
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Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimér.

Definicio: Egy adott g(n) esetén
0(g(n))-nel jeldljtk a
fOggvéenyeknek azt a halmazat,
amelyre:

O(g(n)) ={f(n), ha létezik olyan
ki, k, és ny pozitiv dllandod, hogy

0<kig(n) = f(n) < kg(n),
minden n > n, esetén}
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udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem

O i I 0 I S
edésmérndki és Jarmiimérnéki Kar

Definicid: Egy adott g(n) esetén 0(g(n))-nel jeldljik a
fOggvényeknek azt a halmazdat, amelyre:

0(g(n)) ={f(n), ha létezik olyan k és n, pozitiv dllando,
hogy 0 < f(n) < kg(n), minden n > n, esetén}

Felsd korlat

. Ertelemszerden:
ha f(n) = 6(g(n)) . akkor f(n) = 0(g(n))
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s B dapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar

Nagysagrendek, példak

|

©(1)

O(lg n)
o(vn)
O(n)

O(n log n)

0O(n?)

0O(n3)
O(n°)
O(c™)

O(n!)

konstans
logaritmikus
gyokos

linearis

négyzetes

kdbos
polinomialis

exponencialis

faktorialis

—

Parossag elddntése
binaris keresés
példa gyakorlatrol

linearis keresés
mergesort, quicksort, heapsort

sorbarendezés ,legrosszabb” esetben

n*n matrixszorzas

TSP exakt megoldas dinamikus
programozassal

TSP exakt megoldas brute force
algoritmussal
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Nagysagrendek

I B dapesti Miiszaki és Gazdasdagtudomanyi Egyetem

Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar e e -
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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Tulajd . k
tudomanyi Egyetem
Kézlekedésmérndki és Jarmiimérnoki Kar
Kézlekedés- és Jarmliiranyitasi Tanszék

* f1 €0(g1) €sf2 €0(g2) = fifz € 0(9192)
* f0(g) € 0(fg)

* f1€0(g1) €5sf, €0(92) = f1+f2€0(g1l +1921)
hafie0(g) ésf, €0(g) = f1+ 1, €0(g)

* O(kg) = 0(9)
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Heurisztikus algoritmusok

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtu danyi
kedésmérndki é. m

« A heurisztikus algoritmusok olyan technikdak
osszefoglald elnevezése, amelyek a globadlis
optimum, a teljesseg vagy a pontossag
feldldozdasaval valamely nem exakt modszerrel
orobdlnak megolddst taldini egy problemdara.

« A vizsgdlt problémdk esetében igaz, hogy a
klasszikus, egyértelmU megolddsokat add
algoritmusok nem eléeg hatékonyak, vagy nem
|éteznek, igy azok alkalmazdsa kilonbdzd
megfontoldsokbdl nem alkalmazhato.
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Kompromlsszumok

dapesti Miiszaki és Gazdasdagtudomadn

» Opfimalitas: Ho ’robb megoldos s letezik, garantdlja-e a
modszer, hogy a legjobbat erjik-e el Egydltalan
mennyire fontos a legjobb megolddas megtaldlasa, vagy
megfelel egy elég |0 is¢

- Teljesség: Ha t6bb megoldds létezik, a heurisztika
megtalalja-e mindete SzUkseégunk van mindreg A
legtdbb heurisztika csak egyet taldl meg.

» Pontossdg: Meg tudje-e adni a heurisztika az elért
megoldeds konfidencia intervallumate Ez mennyire
”nggyn

« Végrehaijtasi ido: Ez a legjobb ismert heurisztika o
problema megolddasarae Nehdany heurisztika nem
jelentésen gyorsabb a klasszikus megolddsnal.
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A heurisztika
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem E—

Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar

« Definicio: Heurisztikdnak mindsul minden olyan
szabadly, kdvetkeztetés, értékelés, erv, melyrol
elmondhatd, hogy egy bizonyos fajta szitudcidban
tGbbnyire érvényes, illetve mUukddik, de nem mindig.

 Dinamikus heurisztikak: ahol az a fo szervezodési elv,
hogy adott szituacioban milyen Ieépést célszerd
valasztani

« Statikus heurisztikak: ahol a fo szervezddeési elv az,
hogy egy adott dlldst hogyan ertékelunk.
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Pelda Utazo ugynok probléema 1.

Budapes

K6 eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Az utazo Ugyndk problémdja (Traveling ..

Salesman Problem, TSP) egy
kombinatorikus optimalizalasi
porobléma. Kivald példa a
bonyolultsadg-elmélet altal NP-
nehéznek nevezett problémaosztalyra.

Adott n varos, és az Utikoltség bdrmely
ket varos kozott, keressuk a legolcsobb
utat egy adott varosbol indulva, amely
minden varost pontosan egyszer érinft,
majd a kiinduldsi varosba ér vissza.

—




Példa, U’razo ugynok problema 1.

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérnoki Kar
(ozlekedes— és Jarmdiiranyitdsi Tanszék

120

Az utazd Ugyndk probléma
megolddasa a varosok valamely

V/ 4 /4 80

(gyUrUs) permutdacidja.
(n—1)!

100

a0

Az utak szama igy: (abban az .
esetben, ha két véros kodzti tavolsag .
a két irdnyban megegyezik, és mivel
gyUrut alkot az Ut)
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Példa, U’razo ugynok problema 2.

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomadnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérn

Az utazd Ugyndk

K zlekedés Jarn zék
120

p=|ay, az, ... an, ami1y(ay)| Utvonaldhoz =
tartozd utvonal josaga -
f(p) = Xiz1 D(ay ai1) ;

Kézenfekvd megoldds az dsszes utvonal .
megvizsgalasa (brute force)

Eblben az esetben azonban @
lehetseéges permutdaciok ndvekedésevel
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(Nn>25 esetén a vildg Osszes szamitdgepe

(n—1)!
2

n

nem ftaldlja meg a megolddst egy év
alatt )

10 181440
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Brute Force Példa

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
e  /(Gzlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S — .
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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Hill Climbing, hegymaszo algoritmus 1.

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem

Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar

Lokdlis keresési mddszer, amely egy kiinduld megolddst
feltételezve, annak valamely elemét mddositva keres jobb
megolddast. Amennyiben az Uj megoldds jobb, azlesz az

Uj megoldads
Viszonylagos egyszerusege

miatt népszeru ,,elsd
valasztas” lehet

Csak lokdlisan ad optimdlis
megolddst

Tdbbszori inditassal az
eredmeény javithato

—

objective
value

- global maximum

shmﬁer

local maximum
\ flat local maximum

[

current state state's pace

—



H|II Cllmblng, hegymaszo algoritmus 2.

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

« (EgyszerU) Simple hill climbing: Minden lehetseéges
szomszed kiértékelésre kerdUl, és a legjobb kerUl
kivalasztasra

« Stochastic Hill Climbing: Véletlen [€pés
kivalasztasaval halad felfelé

« A platdok (fennsikok) és a nyergek
nehéz dontés elé dllitjak az algoritmust

« (Losd még: gradient search)

—




Sztochaszhkus Hegymaszo TSP példa

Ikdm ndki és Jarmiimérnoki K

1. KeresUnk egy véletlen I<||ndulo
permutdciot: p

2. Ket véeletlen elemet felcserelUnk,
igy eldall p* .
3. Ha f(p) > f(p"). akkorp = p*

4. Az algoritmus elbre
meghatarozott Iepésszdm utdn  «
véget ér

5. Az 1-4 lepéseket eldre
meghatarozott szdmban :
végrehajtjuk
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Random descent Pelda 1

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S— — :
Kozlekedés- és Jarmiiranyitdsi Tanszék
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Random descent Pelda 2

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S— — :
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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Moho algoritusok (Greedy algorithms)

« A moho algoritmus helyi optimumok megvaldsitasaval
orobdlja megtaldini a globdlis optimumot. Lépései:

1. Kiinduld halmazbdl veszi a jeldlteket, amelyekkel
felallitjia a megoldashalmazt

2. Kivdalasztas, amely a legjobb jeldltet valasztja ki

3. Megvaldsithatdsag vizsgalat, amely elddnti, hogy egy
jelolt alkkalmas-e a megolddasra

4. Célfuggveény, a megoldasnak, reszmegoldas josagat
donti el

5. Megolddasfuggveny, amely jelzi, ha megtaldltuk a teljes
megolddst.
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Moho qlgorlfmus cnmle’rek kivalasztdasa

n' edesmemok: és Ja

» Adott egy penzosszeg n, é€s cimletek a={10,5,2,1},
hatdrozzuk meg a minimdlis elemszamy érmesorozatot
(s), amellyel n kifizethetd:

Keressuk meg azt a legnagyobb pénzermet, amelyre igaz,
hogy a fennmaradd dsszegnél kisebb (a; <n — ). s)

Vegyuk fel a;-1 s-be.
Ugorjunk vissza az 1. [épéshez, han > Y. s
Példa: n=19 ; s=[10,5,2,1,1]
A fenti pelda (és ajelenleg haszndlt cimleteink) minden
esetben globadlis optimumot ad.

« Abban az esetben, ha a={10,7,1} és n=15, az algoritmus
% [|10T1 ,1,1,1,1] eredményt ad az optimdalis s=[7,7,1]
elye

—
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Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtu danyi
kedésmérnoki és Jarmiimérn

TSP moho algoritmusok 1.

« Nearest Neighbor Algorithm (Rosenkrantz, Stearns, Lewis,
1974)

1. Kiinduld ,,utvonal” egy elemmel

2. KeressUk meg azt az r pontot amely a legozelebb esik
az utvonalunk végehez, és vegyuk fel

3. Vissza 1., amig nem érintettUnk minden pontot
4. 7arjuk be a kort, dsszekdtve az utolsd elemet az elsdvel

Szamitdsigény:0(n?),
worst case: 24 < %[logz(n)J +% | | — fix function

Popt
I—
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Moho példa 1
I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem

e  [(Gzlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar e . .
Kozlekedés- és Jarmiiranyitdsi Tansze K
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Moho példa 2
I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem

Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar e e :
Kozlekedés- és Jarmdirdnyitdsi Tan:szé K <
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TSP mohé algori’rmusok 2.

dpMkiGdgdmygym
ozlekedésmérnoki és Jarmiimérnoki

« Nearest Insertion (Rosenkronfz, Stearns, Lewis, 1974)
1. Kiinduld ,,utvonal” egy elemmel (i)

2. KeressUk meg azt az r pontot, ahol ¢; minimdlis, legyen o
kezdd kdrutunk i-r-i

3. (Kivdlasztas) KeressUk meg r pontot, amely nem szerepel mar
ozlg’rvonolbon és barmely Utvonalponthoz a legkdzelebb
esl

4. (Belllesztés) KeressUk meg azt az (i,j) élet az utvonalon, ahol
Cir + Crj — ¢ MinimMAlis, illesszUk be ide a pontoft

5. Vissza 3., amig nem érintettUnk minden pontot

Szamitdsigény:0(n?), worst case: .
opt
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Nearest insertion Pelda 1

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S— — :
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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Nearest insertion Példa 2

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S— — :
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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TSP moho algorl’rmusok 3.

d smérndki és Jarmiimérno

Budapesti Miiszaki és Gaz

 Cheapest Inserhon (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 19/74)
1. Kiinduld ,,utvonal” egy elemmel (i)

2. Keressuk meg azt az r pontot, ahol c¢;,- minimdlis, legyen
a kezdd korutunk i-r-i

3. Keressunk meg azt az (i,j) élet az utvonalon és r pontot
(nem az utvonalon), ahol ¢; + ¢,; — ¢;; MinimAlis,
illesszUk be ide a pontof

4. Vissza 3., amig nem érintettUnk minden pontot

Szamitdsigény:0(n®log,(n)), worst case: z‘”g <?2
opt
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Cheapest Insertion Példa 1

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S— — :
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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Cheapest Insertion Példa 2

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S— — :
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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TSP Farthest insertion

d smérndki és Jarmiimérn

- , Ellentett” Moho

1. Keressuk meg i,r part, ahol ahol ¢; maximalis, legyen a
kezdd kdrutunk i-r-

2. Keressuk meg azt az r pontot amelyik nincs az
Utvonalon, és a legmesszebb van az utvonal barmelyik
pontjatol

3. KeressUnk meg azt az (i,j) elet utvonalon, ahol ¢; + ¢, —
c;; minimalis, illesszUk be ide a pontot

4. Vissza 2., amig nem érintettunk minden pontot

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudoma

Szamitdsigény:0(n?)
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Farthest Insertion Példa

I B udapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar S— — :
Kozlekedés- és Jarmiiiranyitdsi Tanszék
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Szimulalt hités, Simulated Annealing (SA)

* A heurisztikus algoritmusok sok esetben
megrekedhetnek egy lokdlis minimumiban, ahonnan
képtelenek kitorni.

« A szimuldlt hUtés technikailag egy metaheurisztika,
azaz egy magasabb szinty eljards, amely kiszolgdlja
a keresdalgoritmust, és seqgiti kibillenteni egy
beragadt dllapotbdl.

« Az SA a fémek hutésenek pelddjabdl veszi az
inspiraciot, lényege, hogy a megfelelden kontroldlt
hutesi folyamat soran optimdadlis kristalyméretet
tudunk elémi.
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Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
‘ miimérnoki Kar

Kozlekedésmérndki és Jar

« A lokdlis minimumban maradds kikUszoébodlésére az
alkalmazott heurisztikdt nem csak az optimum
irdnyaba enged|Uk eltolodni, hanem bizonyos
valoszinuseggel azzal ellentétes irdnyba is.

« Az SA ennek megfelelden az algoritmus futdso
kdzben egy (altaldban) folyamatosan csdkkend
homérséklet érteket kezel, amely meghatdrozza az U
jelolt elfogaddsdnak valdszinUsegét.
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SA Elfogadasi kritérium
domdadnyi Egyetem
Kozlekedésmérndki és Jarmiimérndki Kar

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtu danyi

« Az SA egy elért s dllapot, és az ezzel szomszédos, ezt
kdvetd s’ dllapot kdzOl kell, hogy kivalassza a
kdvetkezot T hOmeérséklet fuggvenyében. Azs és s’
Allapotok j6sdga e és e’.

« Ez a valoszinusegi fuggveny ekkor P(e,e’,T) formaju

« A legtobbszor, az elfogadds valoszinUsége 1, ha e’<e

 Kritérium, hogy amennyiben T tart nulldhoz, akkor a P
fOggvény is nulldhoz tartson. T=0 esetén mohd
algoritmust, vagy egyszerU hegymaszo algoritmust
kapunk

—
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SA hites Utemezese

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudo
Kézlekedésmérndki és Jarmiimér

« Bizonyitott, hogy az SA eléri a globdlis optimumot
megfeleld hosszu hutesi hosszal, de ez praktikusan
nem hasznos, mivel ez a hossz sok esetben
meghaladhatja a brute force algoritmus
szamitasigenyét.

« A klasszikus elfogaddsi kritérium:

1 Jha e’ <e
e P(e,e’,T) =14 —(e'-eo
e T ,egyébként

—



TSP szomszedos jeloltek keresese

I k d smérndki és Jarmiimérnoki K
Kdzlekedes

Budapes

« A TSP egy permutdcios problema, két jeldlt
szomszedos lehet, ha:
- Egy pont atkerUl egy masik helyre
- Két szomszédos pont sorrendje felcserelddik

- Két tetszbleges pont helyet cserél (Erre mutat példat a
kdvetkezd demo)

— — —
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