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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

Legyen adott az alabbi SISO rendszer folytonos, li-
nearis, 1doinvarians allapottér-reprezentalt formaban:

x = Ax+ bu, x(0) = xg

T
y—CX,
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

A feladat az u(r) szabalyoz6 jel megvalasztasa gy,
hogy ¢ € [0,T| esetén minimalizalja az aldbbi kvad-
ratikus funkcionalt:

J(x,u) 2/ Qx—l—ru dt 0O>0,r>0,

Az optimalizalas dinamikus feltételét az allapotdina-
mikai egyenletek jelentik.
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

e A funkciondlban szerepld x! Ox tag a rendszer teljes
energiajat biinteti egy Q > 0 sulymatrix segits€gé-

vel

o Megjegyzés O > 0 jelentése, hogy QO pozitiv szemi-
definit métrix, azaz az x’ Ox kvadratikus alak > 0
minden x # 0 vektor esetén (ekkor Q minden sajat-
értéke > 0)
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

e A funkciondlban szerepld ru” a rendszerbe betdplalt
szabalyozo energiat sulyozza, r > 0 skalar segitsé-

gével.

e Rendezziik a dinamikus feltételt ®(x,x,u,t) = Ax+
bu — x = 0 alakba, azaz redukaljuk nullara. Majd a
Lagrange szorzoval (multiplikatorral) megszorozva
adjuk hozza a funkcionalban talalhat6 6sszeghez.

e A Lagrange multiplikator masnéven a rendszer tars-

valtozoja, jelolése: A(z)
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

Ekkor a minimalizalando funkcional a kovetkezd mo-
don irhato:

=J(x,%,u,\) =

2/ (o, 1, 1) + D" (o, %, u, 1) - M(t)] dt%m(igl
u(t

ahol
F(x,u,t) =[x ()Ox(r) +ru*(1)] .
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

Az u°(t) optimalis beavatkozo jelnek ki kell elégite-

nie a:
doL_dL
dtox Ox
d oL oL _ 0
dtou du

Euler-Lagrange téle differencialegyenlet rendszert
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

A derivalasokat elodirva:
d o (DT (x,x,u,1)\(t))
dt 0x(t)
OF (x,u,t) 0D (x,%,u,t)
ox(t) ox(t)
oF (x,u,t) 0D (x,x,u,t)
du(t) du(t)
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

A derivalasokat elvégezve:
do (CIDT(x,x,u,t)K(t)) B
dt 0x(t)

- d (8 (xTAT 4+ ub" — i)
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

oD (x,x,u,t) - d
o MO =g

AT +ub’ — xT) A=A\

Az optimalis megoldas elso feltétele:
A —0Ox° — AT =0
= A7 = —Qx’ — AT\
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

A derivalasokat elvégezve:

oF (x,u,t) 9 (1 ,\ (1 =
S~ <_ ru ) = (2 2ru> = ru
T .

Az optimalis megoldas masodik teltétele:
—r’ —b'N =0 = u=—r"p'N\

X° = Ax°+b(—r b A\)
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

Az eredményeket matrixos formdaban irva kapjuk a
Hamilton matrixot:

_XO_ _ A —bi"_le_ _.XO_
: — 9 X(O)ak(T)
A9 -0 AT A

L L 1 L _

Hamilton matrix
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Ricatti egyenlet

Bizonyithato, hogy felirhato:
Mr) = P(1)x(1),
ahol P(z) > 0 minden ¢ € |0, T, és kielégiti a Ricatti
differencial egyenletet, mely a kovetkezo formaban
irhato:
A = Px+Pi=Px+PAx—br 'b"Px) = —Qx—ATPx
(P(t) + PO)A+ATP(t) —P(t)br 'b"P(t) +Q)x =0
P(t) + P(t)A+ATP(t) — P(t)br 'bTP(t) +Q = 0.
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Ricatti egyenlet

A differencial Ricatti egyenletnek 1€tezik stacionari-
us megoldasa:

limP(t) =0

f—s00
tehat:

PA+ATP—Por P+ =0
A fenti egyenletet Control Algebrai Ricatti Egyenletnek
(CARE) hivjuk.
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Ricatti egyenlet

e Ha (A, b) iranyithatd, akkor a Control Algebrai Ri-
catt1 Egyenlet megoldhato, tehat 1étezik P.

e [oy generdlhaté az optimalis bemenet

X° = AxX°+b(—r b’ Px°)
yo _ CTXO

ahol P > 0 és P = P'.
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Linedris Kvadratikus Szabalyzo tervezése (LQR)

r(t) u(t) (it XO__y(1)
AT(B_) b tT—, S > T —=
A =

k! [<

LQR szabalyozasi kor
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