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A Fourier transzformacio

Egy x(t) € L! jel Fourier-transzformaltja

1 r |
X(w) =\/T_n jx(t)e““’tdt w = 2nf korfrekvencia

A Fourier-transzformacio a Plancherel-féle elmélet
értelmében kiterjeszthet6 x(t) € L? jelekre.

Ennek megfeleloen:
az x(t) € L? Fourier-transzformaltja egy X (w) € L? fliggvény.

letezik inverz transzformacio:

1 r |
x(t) = — fX(a))e“"tda)
AN Ver .,
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A Fourier transzformacio tulajdonsagai

Bizonyitas nelkil felsoroljuk a Fourier transzformacio nehany
fontosabb tulajdonsagat (a Fourier transzformaciora vonatkozo
fontosabb tételt).

Az f fuggvény Fourier transzformaltja F(w) — 0, ha w — +o0 vagy —oo.
(Riemann-Lebesgue lemma)

Az f fuggveny F(w) Fourier transzformaltja egyenletesen folytonos
R-ben.

Ha f fuggvény és f' derivaltja létezik, és mindketto L' (R) vagy L*(R)
terbe tartozo fiiggveny, akkor ,
F{'(@)} = ioF{f ()}

F{ft -1} =e “TF{f(O)}.

Eltolas idotartomanyban:

Eltolas frekvenciatartomanyban: .
F(w — Q) = F{f(t)e'?).

o (idotartomanyban modulacio - sin/cos-szal szorzas)



A konvolucio

Definicio:

fliggvényt értjik:
h(®) = (f  9)() = f F(t - Dg@)dr
A konvolucié miiveletére igaz: 7
« Kommutativitas — fxg=gx* f

« Asszociativitas — (f xg) xe =f = (g x e)

Kérdés: létezik egységelem? Azaz létezik-e d € L'(R), hogy

fxd=f (f€el'®)

B Absztrakt modon kifejezve: az L'(R) tér elemei vajon csoportot
Q & 4 o 7 s 7 4
o alkotnak-e a konvolucio muveletere nezve?



A konvolucio

A valasz: nem!

Nem létezik ilyen L' (R)-beli fliggvény, sot egyaltalan nem létezik
ilyen fliggvény. Azaz a

[ rne-odr =@

formulat egyetlen egy h fliggvény sem elegiti ki.

A 6(t) Dirac-delta (§-disztribucio) bevezetésével formalisan igaz:

[ r@se-oar =@

B Azaz a 6(t) Dirac-delta a konvoluciora nézve egységelem, de
%oég:‘ nem eleme a térnek - s6t, nem is fuggveny.



A Dirac-delta

Neéhany formalis definicio / osszefligges:

f S(t)dt =1 f S(t)e @idt =1

- 5(t) Fourier transzformaltja
| r@s@ar = £

o f e tdt = §(w)

| r@sce-ode= J,

az = 1 fuggvény Fourier transzformaltja

(0.0)

f el@ldw = 5(t)

G oo s



A Dirac-delta

Neéhany formalis definicio / osszefligges:

J s(t)dt =1 j S(t)e i @tdt =1

| r@swar = )

5(t) Fourier transzformaltja

o j e~ 0tdt = §(w)
f F@8(t - D)dr = F(©) J

f el@ldw = 5(t)

SIA -



A Dirac-delta

A Fourier transzformacio eltolasi tétele alapjan:

f S(w— Q)e?tdw = e*¥

% j [6(w — Q) + 6(w + Q)]e?ldw = e -I—Ze_im = cos (Ot
I'gy_z:O cos ill. sin fuggveny Fourier transzformaltja:
f cos Ot e 0ldw = % [6(w — Q) 4+ 6(w + Q)]
F . 1
T sin Qt e " tdw = o [6(w—Q) —§(w+ Q)]



A konvolucio Fourier transzformaltja

Tétel:

Legyen f, g az L*(R) térbe tartozo fliggvények, és jeloljik a
Fourier transzformaltjaikat (.)-vel. Ekkor

(f * 9) (@) = f(w)§(w)

Tehat a konvollucio

, , konvolucio ————— szorzas

szorzasba megy at: F { }

Bizonyitas:

@ = [ [ fre-ng@dre@de= | | fte-vedr gloydr =
—00 —00 T —00 —00 1

felcseréljuk az integralasok sorrendjét - Fubini tétele / eltolt Fourier transzformalt

= [ f@ e g = f@) | g@e et = (@) * @)



L%(R) jelek Fourier transzformaltja

Legyen f az L?(R) térbe tartozo
fuggveny, ennek kozelitése fr(t) = {
L*(R)-beli fliggvenyekkel:

f(t) halt|<T/2
0 egyebként

fr(t): kivagjuk f(t) egy T szelessegl darabjat, tetszoleges T mellett
1 _ . .o 7 .
ez L' (R)-beli fuggveny, illetve () € i1 (R) N 12 (R)

Definialjuk a w(t) fliggvenyt - négyszogletes ablakfiiggvény vagy
karakterisztikus fuggveny: e (£) = {1 ha |t| < T/2
7710 egyébként

fr@® = fFOwr(®) = fr(w) =f(cg)*wT(w)

konvolucio

wr kozelité konvolucios egységelem
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L%(R) jelek Fourier transzformaltja

wr kozelité konvolucios egységelem a frekvenciatartomanyban:

wr(t)
T T
elwi —e lwz Sin W 7
= =T
iw o T
2

T novekedésével ez egy
egyre csucsosodo és
egyre keskenyedo pulzus,

hatarértékben - §(w)

11




L%(R) jelek Fourier transzformaltja

Ha T — o, akkor bizonyos értelemben vett hataratmenettel (Cauchy)

fr@ - f©) és fr(w) - f(w)

Ilyen modon hataratmenetként értelmezhet6 az L?(R) térhez tartozo
fuggvények Fourier transzformaltja.

Ennek preciz kifejtése a Plancherel elmélet (tétel).

Ennek értelmében a Fourier transzformacio

F: L*(R) - L*(R)

L leképezés (operator).
Inverze szinten

<D\ F-1: [2(R) > [2(R)

12



A Parseval egyenldség

Az L?(R) egy fontos tulajdonsaga:

a Parseval egyenloseg vagy Plancherel formula.
Tétel:

Minden az f, g € L*(R) fiiggvényre érvényes az alabbi egyenloség:

1 r A
(f.9)=7-/.9)

) jeloli a Fourier transzformaltat, (.,.) pedig az L?*(R) Hilbert
térben definialt belso szorzatot:

(f.9)= | £ g (7,9) = f 7 (0) F@)dw

1 figgvényre alkalmazva: . =IfI*= zi ||f||2
T

¢§]o% a normakra érvényes egyenloség
ey 1



Fourier transzformalt: fizikai értelmezés

x € L?(R) jel esetében

2 ( 5 a jel altal hordozott teljes
Iell™ = J O dt ~ E energiaval aranyos mennyiség

A Parseval egyenl6ség szerint (a Fourier transzformalt X(w) € L? (R))

(0e]

flx(t)lzdt =% le(w)Izdw~E

— 00

Egy w, korfrekvencia korili Aw szélességl savban képviselt energia

Aw
1 w7z |X(w)|?, azaz egy jel Fourier
Eo~— f X(w)|*dw = transzformaltjanak négyzete
T e energiasuriség fliggveny
SA @o~ 3~

> 14



APSD: fizikai értelmezés

Sztochasztikus jelek spektralis leirasa az autokorrelacio (kovariancia)
fuggveny Fourier transzformaltjan alapul.

Stacionarius ergodikus folyamatok esetén az autokorrelacio fuggvény
szamitasa — idoatlag alapjan:

T
1 2
R, (1) = 11 1 fx(t)x(t+r)dt
T
2
;. o o0 . w0+A_w
Nézziik meg, mit jelent [~ Gy(w)dw ill. [ 7,2 Gy(w)dw.
wO_T

G s



APSD: fizikai értelmezés

(0] i 00
i G(w)dw = i G (w)e'Tdw = R,.(0)
2T 2T
— 00 i — 00 T 1:=0
inverz Fourier transzformacio
T

1 / Ez egy teljesitmény jellegli

R,(0) = lim = sz(t)dt mennyiség - egyseégnyi idore
T—>oo T T esO energiamennyiseg.

az R, (1) re vonatkoz6 formula szerint, hat = 0

G X



APSD: fizikai értelmezés

(0.0)
_ _ a jel altal képviselt teljes
f Gy(w)dw = 2mR,(0) ~ P teljesitmény

— 00

wo+ATw . o
wo korfrekvencia koruli Aw
Py ~ — f Gy(w)dw szélességli savban képviselt
T J teljesitmény
wO_T

G,(w) teljesitménysiriseég fliggvény

G, (w)-t tehat jogosan nevezzik az x jel auto-teljesitménysuriseg
(APSD - Auto Power Spectral Density) fliggvényének

17



Becslések

Jelek paramétereinek meghatarozasa:

« Pontosan altalaban nem hatarozhatok meg, a jelfeldolgozasi
modszerek altalaban hibaval terheltek.

« A jelfeldolgozasi modszerek altalaban becslések.

« A hibak okai (a teljesség igénye nélkil): sztochasztikus jelleg,
zajok, véges mintaregisztratum, véges szamabrazolasi pontossag

x — valosagos értéek X — becsiilt értek

Az eltérés kifejezése:

Ax = x —X egyszeru kulonbseg
|Ax| = |x — X abszolut hiba
IR MSE[x] = E[(x —%)?] négyzetes kozéphiba

G 1



A becslések hibai

A néegyzetes kozéphiba (Mean-Square Error):

MSE[X] = E[(x — %)?]

A becsllt erték altalaban ismeretlen hibaval terhelt —
valoszinliségi valtozonak tekintheto.

A négyzetes kozéphiba alkalmazasanak indokai:

 lgen régi fogalom: a "legkisebb négyzetek" (Least Square - LS) elve
— Carl Friedrich Gauss (XVIII-XIX. szazad).

« Az atlagos negyzetes eltéerés energia jellegli mennyiseg, kozel all
az L? normahoz. Az L?-térbeli skalaris szorzat révén definialhato a

merolegesség fogalma.

« A négyzetes kifejezésekkel egyszerl szamolni — folytonos

S  differencialhatésag, optimalizalas.
Y 19



<]D A1 A o 7 rr
%°§ E[xX] = E|x]E|X] = a kozépso tag 0.

A becslések hibai

A becslés negyzetes kozephibaja:

MSE[%] = E[(x — #)%] = E[(x — E[#] + E[%] — £ )?] =
Elvégezziik a négyzetre emelést és tagonként képezziik E[. ]-t:
= E[(x — E[X])?] + 2E[(x — E[X](E[X] — ®)] + E[(E[X] — 2)*]
A kozéps6 tag:
E[(x — E[*D)(E[®] — ®)] = E[xE[%] — E[RIE[%] — x% + E[£]%] =

= E[x]E[X] —ELEF[X] — E

|

xx] + E[Z¥ETx] = E[x]E[X] — E[xX]

A becslilt érték statisztikailag fliggetlen az eredeti eértéktol, igy

20



oA RMS[®] = /b2[X] + var[&]

A becslések hibai

Tehat
MSE[%] = E[(x—E[X]D?] + E[(E[X] —%)?]
\ J \ J
Y Y
/ 1
A becsllt erték varhato ertékenek A becsllt érték eltérése sajat
eltérése a valosagostol: varhato értekéetol:
torzitas (bias) variancia

A négyzetes kozephiba felbontasa:
MSE[x] = b?[x] + wvar|&]
= b%*[X] + o?[X]
torzitasi hiba és variancia hiba osszege.
A négyzetgyoke: RMS (Root Mean Square)

21



A becslések hibai

Torzitas

b[£] = VE[(x - E[£D?] + E[(E[R] - 7]

A hiba determinisztikus része, azonos feltételek mellett mindig
ugyanaz:

« Ha nagysaga ismert: rendszeres hiba - korrigalni lehet.

« Sok esetben nem ismert: ismeretlen feltételek, tekintetbe nem
vett (nem modellezett) hatasok eredményeként keletkezik.

Variancia ill. szoras

o[x] = JEI(E[®] —%)2]  wvar[z] = E[(E[%] — )]

A hiba véletlen komponense, a becslés minden realizacidojaban

qu% kiilonb0zo.
G 22



A becslések tulajdonsagai

A becslések josagat kifejezo jellemzok

Torzitatlan (unbiased) becslés E[xX] =x

Hatasossag (efficiency) Legyen %, és X, két becslése x paraméternek.

Konzisztencia

%, hatasosabb becslés mint %,, ha

E[(%; —x)?] < E[(%; — %)°]

Egy becslés konzisztens, ha N mintaterjedelmet
tekintve
lim P[|[x—x|>¢]=0 (g>0)

N—>o0o
Tehat egy becslés konzisztens, ha novekvo

mintanagysagra a hiba 0-tol valo eltérésenek

valoszinlisége egyre kisebb (eros konzisztencia).
23



Becslési eljarasok: kozépérték és variancia

Jel kozépértékének becslése véges N mintaterjedelmre:

;&
X = E[x] x=NZxk
k=1

Torzitatlan konzisztens becslés. Konzisztencia « a kozponti
hatareloszlas tételek alkalmazasaval.

Jel varianciajanak becslése véges N mintaterjedelmre:

N
varlx] = of = El(x ~ EXD?)  varle] = 7Y (x — 7
k=1

Torzitatlan konzisztens becslés. Konzisztencia < a kozponti
hatareloszlas tételek alkalmazasaval.

SIA Probléma: a kozépérték egzakt modon altalaban nem all rendelkezésre.
vy 24



Becslési eljarasok: kozépérték és variancia

Ha a kézépértéket torzitatlan becslésével vessziik figyelembe:

2
x Nz xk__

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: x

A mérési adatok fliggetlensége miatt E|%%;| = 6;;02,

5ij={

ahol J;; a Kronecker szimbolum:
SA
Y,

L&
E[sZ] =N2E Xy —
k=1

N
1

N
j=1

Xj

X + x, ahol x a kozépértek.

xk+x——2(x +x) =%ZE
zzE[xlx]

j=1i=

0 egyébkent

N
~1z
N_

hai=j

25




Becslési eljarasok: kozépérték és variancia

Tehat

ami egy torzitott becslése a variancianak.

sy s . . . 7 ’ N ’ ’
Torzitas: ismert rendszeres hiba - korrigalhato, ~—,-szereset veve.

A minta-variancia empirikus becslése véges N mintaterjedelemre:

G 2



Becslési eljarasok: korrelacio-fuggvények

Autokorrelacio fliggvény becslése:

N-k
1
Ry (1) = E[x()x(t + 7] Ry(k) = —— E XX
N—k &Y “

Torzitatlan konzisztens becslés. Az autokorrelacio fliggvény paros, igy

Nl
Re(lk]) = Nk z Xj Xy k|
=1

alakban is kifejezheto, igy elegendo a fliggvényt k > 0 indexekre
kiszamolni.

Egy torzitott, de a gyakorlat szamara jelentos becsleés:
N—|k|

— — k
Rk =5 Y xan ER(KD] = (1 —'N—') Re(k)
j=1

ZahY haromszogletl ,,ablakkal” szorzott alak

27



Becslési eljarasok: korrelacio-fuggvények

Autokovariancia fiiggvény becslése:

Cx(7) = E[(x(t) = X)(x(t + 1) — X)]

N—|k|

_— 1 - -
eIk = =7 2, G5 = D)0 = 5)
j=1

Torzitatlan konzisztens becslés. Hasonloan egy hasznos torzitott
becslés:

N-|k|
__ 1 - -
CAkD =5 ), (5= ) (g = )
j=1

_ k A )
E[Cx(|k|)] — (1 _ u> C, (k) haromszogletu ,,ablakkal

N szorzott alak

G 28



Becslési eljarasok: korrelacio-fuggvények

Kereszt-kovariancia fliggvény becslése: 2N + 1 mintaterjedelemre

Cx(7) = E[(x(t) =) (y(t +7) = ¥)]

N—-k
= 1 o o
Coy () = o — 1,-=;+k(x" - 21k — 7)

Nem paros fliggvény! Torzitatlan konzisztens becslés.

Hasonldan az elozokhoz értelmezheto a keresztkorrelacio becslés,
ill. a haromszogleti ablakkal torzitott becslés is.

G 29



Becslési eljarasok: korrelacio-fuggvények

A korrelacio-becslésekrol altalaban:

N-k
1
N — |k| z XjXj+|k|
j=1

lgen munkaigényes eljarasok, N?-tel aranyos szamu 0sszeadast és
szorzast igényelnek.

A gyakorlatban inkabb keruljuk a kiszamitasukat.

A gyakorlatban inkabb megvalosithato eljaras: az FFT alapu
spektrumanalizisen keresztiil - lasd késobb.

A
30



A diszkrét Fourier transzformacio

Kiindulas: *°
X(f) = f x(t)e 2t qdt
—0
1.lépés: veges mintaregisztratum — T idotartam
T/2

X(f) = f x(t)e Rt gt
~T/2
2.lépés: mintavétel At peridodussal, legyen T = nAt
N/2-1

X(f) = At z x(jAt)e 2T IAL

j=—N/2

SIA Az integralast véges szummaval helyettesitjuk.
ey a1



A diszkrét Fourier transzformacio

3. lépés: frekvenciaban is mintavetelezink — [—fy, fy] tartomanyban
N minta

A véges Fourier transzformalt periodikus: az [—fy, fiy] tartomany
egy periodusnak felel meg, fy a Nyquist frekvencia.

In 1
f N InbS In At Af NAt

A diszkrét frekvencia- ill. idopontokra alkalmazzuk a f;, = kAf és
a t;, = jAt jeloleseket:

N/2-1 ik
X(fi) = At z x(tj)e "N (k=—%, 0, g—1)
j=—N/2

G 32



A diszkrét Fourier transzformacio

A gyakorlatban k = 0,1,2, ..., N — 1 indexelést alkalmazunk, ekkor

N/2-1 ”
_i2md [
X, = At z Xje L2TN ? = j + N/2 helyettesitessel
j=—N/2
N-1
5 (Y—N/2)k
Xk —Ath{)_N/ze N —
£=0 N—1
—iZnE —i2n£—k
=e 2At Z Xp_N/2€ N

£=0

Ez egyenértéki N/2 mintaval valo idotartomanybeli eltolassal, ill.

KA a kiszamitott spektrum jobb- és baloldali felének felcserélésével.
G =



A gyors Fourier transzformacio

A diszkrét Fourier transzformacio
N—-1

_iolK
X, = At Z xje LN (k=012,..N—1)
Jj=0

kiszamitasa N2 mlveletet (szorzas-osszeadas egyiittese) igényel.

Bizonyos szimmetriak figyelembevételével ez N log, N miveletre
redukalhato:

gyors Fourier transzformacio

Fast Fourier Transform (FFT)

34



A gyors Fourier transzformacio

Gyorsitas: a muveletek szamanak csokkentése — FFT algoritmus

Torténelem: a koztudat szerint J.W. Cooley es J.W. Tukey
dolgozta ki elso formajat 1965-ben,

azonban kiderilt hogy Carl Friedrich Gauss mar 1805 kornyekén
alkalmazott hasonlo elvek alapjan miikodo algoritmust.

Cooley—Tukey algoritmus:

,05zd meg és uralkodj” elv — kisebb egységekre osztjuk a
szamitandokat és a kozos részeket figyelembe veve csokkentheto
a szamitasigeny.

SIA
B/
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A gyors Fourier transzformacio

A Cooley—Tukey-féle FFT algoritmust a XX. Szazad 10 legjelentosebb
algoritmusai kozé valasztottak.

(Computing in Science and Engineering, 2000)

1965: James Cooley of the IBM T.J. Watson Research Center and John Tukey of Princeton
University and AT&T Bell Laboratories unveil the fast Fourier transform.

Easily the most far-reaching algo-rithm in applied mathematics, the FFT revolutionized
signal processing. The underlying 1dea goes back to Gauss (who needed to calculate orbits
of asteroids), but it was the Cooley—Tukey paper that made it clear how easily Fourier
transforms can be computed. Like Quicksort, the FFT relies on a divide-and-conquer
strategy to reduce an ostensibly O(N?) chore to an O(N log V) frolic. But unlike Quick- sort,
the implementation 15 (at first sight) nonintuitive and less than straightforward. This in itself
gave computer science an impetus to investigate the inherent complexity of computational John Tuk

. n Tukey
problems and algorithms.

James Cooley

36



A gyors Fourier transzformacio

A legegyszerlibb esettel foglalkozunk (Cooley és Tukey eredetileg

altalanosabb esetet irt le).

Tegyiik fel, hogy N 2 egész hatvanya, azaz N = 27, ahol P € R.

Valasszuk szét a bemeneti adatokat két egyenlo részre — paros és

paratlan indexl elemekre:

N 1 N_,
< 2T ¢ 2T
—iy (2 —i—(20+1
X, = zme o zm“e 2T 2e+)n
£=0 £=0
N 4 N_,
—l—7=tn —i%tn —i
=znge N/2"" 4+ e "N zx2£+1e N/2
£=0 £=0
\ J \
A Y
R A paros indexu elemek A paratlan indexu elemek

S N/2-méretl DFT-je N/2-méretl DFT-je

37



A gyors Fourier transzformacio

Jeloljuk a paros ill. paratlan index( elemekre vonatkozo DFT-ket az
angol even és odd kifejezések alapjan E,-nel illetve 0,,-nel, ezekkel

L2TT

X, =E,+e "N"0,

Az N/2 meretl DFT a n indexben N /2 szerint periodikus sorozat, igy
elegendo6 az E,, és 0, tagokat 0 < n < N/2 indexekre kiszamolni,
mivel

En_|_N/2 —_ En 0n+N/2 — On n = 0,1,2, ,N/Z'l

Ugyanakkor 0,, tag szorzotényezojére

_iz_n(n+ﬂ) — 2_7T . — 2_77:
e 'N\"'""2) = g7t N eIl = _p7tN

érvenyes.

38



A gyors Fourier transzformacio

Ezeknek megfeleloen a DFT érteke k = 0,1, ..., N — 1 indexekre

( 2T
E,+e "N"0, ha0<n<N/2
e -Z(n-)
\En_N/2+e N 2 OTL—N/Z ha N/ZSTL<N

Kiszamitasahoz N muvelet szlikseges.

Ha folytatjuk az eljarast: az N/2 méretl DFT-ket felosztjuk két
N/2 méretld DFT-re — ezek szamitasara is N muvelet sziikséges.

Iterativan folytatjuk az eljarast az egyedi elemek szintjéig: minden
szint szamitasaN muveletet igényel. A szintek szama log, N.

Az igényelt 0sszes muivelet szama:

(szintek szama) x (az egy szinten elvégzendo miiveletek szama)

N x log, N
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A gyors Fourier transzformacio

A gyors Fourier transzformacio (FFT) megvalositasahoz szukséges

muveletek szama
N X log, N

Az ismertetett eljarast - az alkalmazott felezesi strategia miatt -
Radix-2 eljarasnak nevezziik

Radix: a felosztas rendje — jelen esetben 2.

Nem ez a leghatékonyabban realizalhato eljaras:
« A Radix-4 algoritmus — 4 csoportba osztas szintenkent,
 Valtozo alapu (mixed radix) algoritmusok

hatekonyabbak. A mixed radix algoritmusok alkalmazhatok,

ha N nem egész hatvanya 2-nek.
Vannak a Cooley-Tukey-tol eltéro FFT algoritmusok:

pl. Winograd, Rader, Lanczos algoritmusai.
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A gyors Fourier transzformacio

Az elozokben bemutatott szamitasi sémaban suridn eloforduld forma:

A=a+ Wb
B=a—-Wy

2TT

ahol Wy = e "N az N-dik egységgyok.

Elnevezése: butterfly — pillango

d e

A W3 szorzot ,,twiddle” faktornak is nevezik.

twiddle - babralni, butykolni
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A gyors Fourier transzformacio

Egy 8-pontos FFT - Radix-2, Decimation-In-Time (DIT) séma

Xo

Xy

X2

X4

X5

X3

Wga

>
>
>
>

Fo

Fi

F:

Fs
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Spektrumbecslési eljarasok

Az auto-teljesitménysiriiség fiiggvény becslése

A definicio szerinti modszer
(00

G.(f) = f R,(D)e ?™Tdr ahol R,(7) = E[x(®)x(t + 7)]

— 00
Véges 2N mintaterjedelemre:

1. Az autokorrelacio (autokovariancia) fiiggvény becslése
N—|k|

_ 1
Ra(lkl) = =1 D, %i+iu
j=1

2. Diszkrét Fourier transzformacio végrehajtasa — FFT

N-1
— o _iamlk
G, (k) = At z R.()e “™N (k=-N,..,0,..,N —1)
j==N

%Y Torzitott, de konzisztens becslés.

a3



Spektrumbecslési eljarasok

A véges mintaregisztratum hatasa

Végtelen integralasi hatarok helyett a gyakorlatban:

T 00
G, (f) = fo(T)e_iZ”deT = fWT(T)Rx(T)e_izndeT
—T —00

wr(T) egy un. ablakfliggvény, nevezetesen egy négyszogletes
ablakfliggvény:

, e s 1 ha —T<t<T
- véges kiterjedés( (véges tartoju), wr(r) = 0 eqyébként

* korlatos fliggvény.

Ablakfiiggvénnyel valo szorzas idotartomanyban =
konvolucio a Fourier transzformaltakra:

Gy (f) = Wr(f) * G (f)

Y ezert a teljesitménysurdseg fuggveny becslése torzitott.



Spektrumbecslési eljarasok

A négyszogleti ablak

wr (7)

Wr(f)

log Wr(f)

<]D£, Ha T — oo, a Fourier transzformalt 6(w) - a konvollucio a pontos
s/ Fourier transzformaltat allitjael6 = konzisztencia a5



Spektrumbecslési eljarasok

Az ablakfiiggvény hatasa:

« Torzitas: megvaltozik a fliggvény alakja — a csucsok
kiszélesednek, magassaguk csokken.

« Oldalagi szivargas (sidelobe leakage): az oldalagakon 0-tol
kiilonboz6 érték, hullamzas.

« Csokken a felbontoképesség: osszeolvadnak a szomszéd csucsok.
Az ablakfiiggvény hatasanak csokkentése:

 Valasszunk minél nagyobb mintaterjedelmet — konzisztencia: a
nagyobb minta csokkenti a torzitast.

« Valasszunk a négyszoglettitol eltéro alaku ablakfliggvenyt.

Ablakfliggvények:

S « Haromszogletli, koszinuszos, €s még sok mas ...
%o[@ (a felfedezbjukrol nevezik el altalaban) 46



Spektrumbecslési eljarasok

A haromszogletil ablak

1
08
06
wr(T)
0.2

0

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15

1
08
Wr(f)
04
02

0

-1 0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 04 06 08

0
-50
100 l ( )
gWr(f
1200

0.8 -0.6 0.4 0.2

SILA) A korrelaciofiiggveny korabban emlitett torzitott becslése haromszogletii ablakot
CZ]C'DQ eredményez. 47



Spektrumbecslési eljarasok

Hamming ablak

wr(7)

Wr(f)

log Wr(f)
%2{% w(n) = 0.5 [1 — COS (27‘[ %)] (0<n<N) a3



Spektrumbecslési eljarasok

Blackman ablak

wr (7)

Wr(f)

log Wr(f)

SIA - _ e "
w(n) = 0.42 — 0.5 cos (ZnN — 1) + 0.08 cos (47‘[N — 1) (0<n<N) a0




Spektrumbecslési eljarasok

Auto-teljesitménysiiriiség fliggvény egy masik becslése

Direkt Fourier transzformacios (periodogramm) modszer

. 1
Ge(F) = = 1Xr (NI
ahol X;(f) egy T hosszusagu minta Fourier transzformaltja.

Torzitott, de konzisztens becslés.

Eldnyei:

« Nincs sziikség az autokorrelacio fliggvény elozetes becslésére.

« Hatékony, gyors algoritmussal szamolhato — FFT.

Hatranyai:

« Torzitas: nem rosszabb, mint a definicio szerinti modszer esetében.

 Variancia: nagyon nagy — 100 % relativ variancia — a modszer

§% . ’ ’ .
onmagaban hasznalhatatlan ™



Spektrumbecslési eljarasok

A periodogramm modszer torzitasa:

[ T T

~ 1 1 . . -
EGP)) = B[ e (PP] = 7B | [ xwedu [ xweovav] -
0 i

0

=3 -

T T T
J E[x(Wx(v)] et®%e @ dyudy = J j R,(u — v)e! @) gydy
0 0 0

'ﬂlb—‘
OSQ

Vezessik be a T = u — v helyettesitést, az uj valtozok t és u.

(

. 0T TT—1
=T< f fo(T)e‘i“” dudr+jj R, (7)e tw? dudr} =
\—T -7 0 0
1 [} p
= — 1 f(T + TR, ()e @tdr + f(T — T)Rx(r)e‘i“”dr}
a0 r
Qoﬂ \—T 0
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Spektrumbecslési eljarasok

Osszevonva a tagokat és elvégezve a T-vel osztast:

T
~ T .
E[G.()] = j (1-7) Re(@e"dr
Ez egy haromszogletl ablakkal valo
szorzas, tehat a becslés torzitott.

Ugyanakkor, ha T — o, a haromszogletl ablak egyre jobban
kozeliti azonosan 1 fliggvényt, tehat a becslés konzisztens.

G s2



Spektrumbecslési eljarasok

A periodogramm modszer varianciaja:

Kimutathato, hogy normalis eloszlasu jelek esetén a becslés
N-szabadsagfoku y?eloszlast mutat amelynek relativ varianciaja 1.

A variancia csokkentésének modja: atlagolas. Tobb mint (10-100)
spektrumanak atlagat képezziik.

A direkt Fourier transzformacios (periodogramm) modszert mindig
atlagolas mellett hasznaljuk. Az atlagolas modja:

« Egyszerl atlagolas — az egymas utani mintak Fourier
transzformaltjat pontonként atlagoljuk: Bartlett modszer.

« Atlagolas atlapolassal: Welch modszer. Az atlapolas lehet pl. 25,
50 vagy akar 75 %-os.

AN
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Korrelacio flggvény becslés

Egy hatékony gyakorlati médszer a korrelacioé fiiggvények
becslésére:

« A jel teljesitménysiriseg fluggvényenek becslése direkt
modszerrel (FFT alkalmazasa)

« A korrelacio fliggvény meghatarozasa inverz Fourier
transzformacio alkalmazasaval (szintén FFT-vel).

Elonyei:

« Az FFT réveén gyors végrehajtas, minimalis mlveletszam.

A torzitas nem rosszabb, mint a hagyomanyos korrelacio becslés
esetén, a becslés pedig konzisztens.

e, 54
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