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Mintavételezés és kvantalas

A digitalis jelfeldolgozas targya: numerikus adatsorozatok
formajaban kifejezett jelek — diszkretizacio idoben és a
jelertekekben

= mintavetelezés és kvantalas

kvantalas

0 A G t

mintavételezés



Mintavételezés a jelfeldolgozasban

A mintavetelezeés szokasos formaja a digitalis jelfeldolgozasban az
egyenletes mintavétel, vagyis az idotengelyt ekvidisztans modon

osztjuk fel T periodussal ugy, hogy az x(t) fliggvény mintaértékeinek
X, sorozata a kovetkezokeppen adodik:

X(t)A X = X(to + kT) k = ... , _2’ _1’0’1’2’

-

(-
to T

t=to+kT

[Specialis jelfeldolgozasi modszerek alkalmaznak nem-egyenletes

mintavetelt, de a digitalis jelfeldolgozasban dontoen alkalmazott spektralis
e?o% és idosor-analizis modszerek az egyenletes mintavételezést tételezik fel.]
&



Mintavételezés a jelfeldolgozasban

Alapveto kerdések:

« Keletkezik-e informacioveszteség a mintavetelezes
soran?

« Van-e ra mod, hogy a mintavetelezést
informacioveszteseg nelkil hajtsuk vegre?

 Visszaallithato-e a folytonos idejl jel a
mintaértékeibol?

A valaszt a mintavetelezés elméletén beliil a

mintavételi torvéeny adja.



Mintavételezés a jelfeldolgozasban

A koztudat szerint a mintavételezés elméletéenek alapjait
Claude Shannon
tette le 1949-ben megjelent tanulmanyaval.

El6tte hasonld eredményhez jutottak:

Vladimir

Alexandrovich

Kotelnikov
1928 &8

Edmund
Whittaker
1915

Harry Nyquist
1928

A mintavételezés elméletének alapvet6 allitasat képezo torvényt igy
Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon
torvénynek nevezhetnénk leginkabb

Mar Leonhard Euler megalapozta a mintavételi torvényt a 18. szazadban az interpolaciok
elméletének kidolgozasaban végzett tevékenysége soran.

Szokasos szakirodalmi hivatkozasok: Shannon, Nyquist-Shannon, Shannon-
g§]o|>£, Kotelnikov mintavételi tétel/torvény (theorem/rule), tovabba a matematikaban
S/  .Cardinal Theorem of Interpolation Theory” 5



A mintavételezés modellje

A mintavetelezést impulzus-moduldciokéent lehet felfogni
a Dirac-delta impulzus fogalmanak alkalmazasaval:

co

x*(t) = z x5 (t — KT)

x(tf k=—co

X(KT)S(t-KT)

|

3
t= kT t

AR Ez nyilvanvaloan egy absztrakt modell.



A mintavételezés modellje

A mintavételezett és az eredeti folytonos ideju jel

viszonyanak leirasat a frekvencia-tartomanyban tudjuk
nyomon kovetni

— Fourier-transzformacio

x*(t) Fourier-transzforméltjét formalisan a kovetkezokéeppen kapjuk:

j Z 2. 8(t — kT) e~ i@t

— 00 k_—OO

(0/0) (0.0)
= Z x), e TLOKT jS(t')e_i“’t’dt’= z Xy e KT
k=—o00 — 00

7



A mintavételezés torvényszeruségei

Legyen x(t) egy L*(R) vagy L?(R) térhez tartozo fiiggvény, Fourier-
transzformaltjat jeloljik x(w)-val. A mintavételezett jel Fourier-
transzformaltja: -

£ (w) = Z xy e LokT

k=—0o0
Ez egy periodikus fliggvény Fourier-sora, periodusa a korfrekvencia
valtozojaban 27 /T. Ezzel ellentétben az eredeti jel Fourier-transzfor-
maltja, ¥(w), a teljes R-ben értelmezett fliggvény — nyilvanvalo, hogy
altalanos esetben nem lehetnek azonosak: a diszkrét reprezentacio
torzit.

Azonban, ha az eredeti jel Fourier-transzformaltja, £(w) veges
kiterjedesu, és 0-tol kulonbozo resze a [— /T, /T] tartomanyba esik,
azaz a jel savkorldtozott wyz = w/T korlattal, a mintavételezett jel
Fourier-transzformaltja alap-periodusaban megegyezik az eredeti
transzformalttal — a mintavéetelezés mentes az informaciovesztéestol.
KN
&S :



A mintavételezés torvényszeruseégei

T IX(

o~ N~

'1l:B fg f

Savkorlatozott jel — a Fourier-transzformalt

* véges kiterjedeésl, a [—f5, fg] intervallumon kiviil azonosan 0,
« matematikailag véges tartoju fiiggvény, a tarto (—fz, f3),
* a jelben nem fordul elo fz frekvenciajunal gyorsabb valtozas,

AR ahol fz a savkorlat frekvencia.
DY



A mintavételezés torvényszeruségei

Savkorlatozott jel — a mintavételezett jel Fourier-transzformaltja:

4

- X*()

v

A mintaveteli periodus:
2T

 fs

N A mintavételezés periodizalja a Fourier-transzformaltat.
ey 1

T



A mintaveételi tétel

Az allitas preciz megfogalmazasa (Shannon):

Tétel

Ha az L?(R)-beli x(t) fiiggvény Fourier-transzformaltja véges tartdjui, azaz
létezik egy 2 > 0 érték, amelyre (w) = 0 ha |w| > €2, akkor

Q
2

az x(t) folytonos mindeniitt R-ben,

az x(t) fuggvény pontosan visszaallithaté I’ periddussal egyenletesen
vett mintapontjaibdl, ahol

0<T <

?

2| =

a kovetkezo formulaval:

x(t) = i x(kT)Sinﬂ[g(t_;;)T” k=0,£1,£2,

k=—0o0

A téetel egzakt rekonstrukcios formulat is ad.

11



A mintavételi tétel - megjegyzések

A mintavételi tétel az L?(R) térbe tartozo, azaz energiakorlatos
jelekre mondja ki allitasat.

A tétel elso fele arra a tényre utal, hogy a savkorlatossag osszefligg
a folytonossaggal, ugyanis egy "ugras” a fuggvenyben végtelen nagy
sebessegl valtozasnak felel meg.

A savkorlatra vonatkozo feltételt a korfrekvencia ) 7 < L

helyett frekvenciaban kifejezve : — 2fp

A mintavételi periodus helyett fg = 1/T mintavételi fo = 2f
s = 4JB

frekvenciat véve:

Tehat informaciovesztesegtol mentes mintavetelhez a mintavételi
frekvencianak legalabb kétszer nagyobbnak kell lennie, mint a
jelben elofordulo leggyorsabb valtozasnak megfelelo frekvencia,
azaz a savkorlat.

SIA
B/

12



A mintavételezés torvényszeruségei

| IX*)
i = 2f,
AﬂwffﬂNrAWV@yJ“Avwﬁf
[ IX*(D]
fo > 2f,

bl e, e il

G 1



A mintavételezés torvényszeruségei

A Nyquist frekvencia: fN — é [—fn, fv] @ mintavételezett jel
2 spektrumanak alapperiodusa.

A mintaveteli torveny szerinti feltételt a Nyquist > f

frekvenciaval kifeiezve: fn=/8

T Xl

-3IfN -2fN -fn

NN N

A mintavételi torvénynek megfelelo mintavétel esetén:

A mintavételezett jel Fourier-transzformaltjanak alapperiodusa

A3\ Mmegegyezik s ez eredeti jel Fourier-transzformaltjanak [—fy, fv]
S/ intervallumba es6 szakaszaval.

14



A mintavételezéshdl eredd hibak

Amennyiben a mintavételi torvény sériil:

« A mintavetel informacioveszteséget eredmeényez,
torzitas lep fel.

« A spektrumokban ez atlapolodashoz vezet, nem csak a
meglevo spektralis komponensek torzulasa, hanem Uuj,
parazita komponensek megjelenése kovetkezik be.

« Egy adott mintavételi sorozatbol nem egyertelmien

allithato elo az eredeti jel: alternativ rekonstrukciok
(alias jelek) allithatok elo: aliasing hiba.

15



A mintavételezésbol eredd hibak

Atlapolodas, parazita komponensek megjelenése:

fB>fn

T X+

Osszeadddnak
az atlapolodo
oldalsavok

-fg -fy fn fs f
, 1 X
Emlekeztetoul:
Az eredeti jel
Fourier-transzforméltji\/\/\ /\/\’\

A 1

fg i
16



A mintavételezéshdl eredd hibak

Aliasing hiba: (egy pelda)

Aliasing hatas f és 9f frekvenciaji szinuszjel kozott
T T T T T

u-; A

‘”;?i\/ V -

Ket szinuszjel lathato: frekvenciaik f, = f es f, = 9f, a mintaveteli
frekvencia f, = 10f, a ket jelnek azonosak a mintapontjai, tehat
barmelyik jel rekonstrualhato beloluk.

A mintavételi torvényt a magasabb frekvenciaju szinuszjelnél sértjik meg. Ha

o« 7 o 7

2 Y o
%OD% csak a kisebb frekvenciaju komponenst tudjuk helyrealliani a mintakbol.



A mintavételezésbol eredd hibak

fo frekvenciaju szinusz, hibatlan mintavetelezes: fy<fy

IX ()]
—3IfN -2IfN —IfN fl\: 2qu 3h\| f ]
1X*(D)]
2fy szerint
periodizalodott
spektrum
_3qu -2IfN —IfN fl\: 2IfN 3h\| f ]
SIA Nincs atlapolodas — torzitasmentes alapsav. s



A mintavételezésbol eredd hibak

fo frekvenciaju szinusz, hibas mintavetelezeés: f,>fy

IX(0)]
—3If|\| -2IfN —IfN fl\: 2qu 3%N f :
IX*(D
2fy szerint
periodizalodott
spektrum
3 2 - e

SIA
B/

n

Atlapolddas — az alapsavban megjelent egy extra komponens.

f

19



A mintaveételi hibak elkerulése

A mintavételi hibak kikliszobolése:

« A mintavételi frekvencia helyes megvalasztasa — a
jel savkorlatjanak megfeleloen
A mintavételi frekvencia novelésenek korlatai:
« Realizalasi korlatok, koltségesebb realizaciok
« Nagyobb tomegli adatmennyiség

 Ajel savkorlatozotta tetele — alulatereszto (LP) szlirés.

Adott f. = fp vagasi frekvenciaju LP szlrés —
nanti-aliasing” szuro

Az anti-aliasing szlirés problémai:
« Adott esetben informaciovesztés allhat elo
A  Analog szlirés: jo minGségben koltseges realizaciok

20



A mintaveételi hibak elkerulése

Anti-aliasing szlres:
A jelbol kiszlirjuk a mintavételi frekvencia feléenél

nagyobb frekvenciaju komponenseket.

Ezt egy analog alulaterszto (Low Pass - LP) szlirovel
valosithatjuk meg.

|[,V(f)| ) ) ) . . . Ia—arder e\lipllic filter — Abs‘
atereszto tartomany : : : : : :
(passband) : : ;
1 sy v o : : N T Y O DT S e
Idealis LP szuro T Egy--valosagos LP szuro
e IR S k
_1 f i i i i i i i i

A szUro sarokponti frekvenciajat a mintavételi frekvencia felénel
B (a Nyquist-frekvencianal) kisebbre kell venni a véges meredekségbaol
o

eredo hiba csokkentésére. ’1



A mintaveételi hibak elkerulése

Egyszeru LP szurok:

Co
il
Ri Rz
Uo—[_}———oUo U|@—|:|—L|:|—'7+

R =]

C e Cimm

R-C Sallen-Key

A gyakorlatban nagyobb fokszamu (5-8) Butterworth,
Csebisey, inverz Csebisev vagy Cauer (elliptikus)
architekturaju aktiv RC szliroket hasznalunk.

Nagy frekvenciakon (RF) passziv LRC szlroket es
specialis szlro aramkoroket (pl. SAW - Surface Acoustic
Wave filter) alkalmazunk.



A mintavételi torvény

Az informacioveszteség nélkuli mintavetel
megvalositasanak szabalyai (gyakorlati megkozelites):

« Ajel véges (korlatos) energiatartalmu.

* A jel savkorlatozott, azaz nem tartalmaz egy f5
savkorlatnal nagyobb frekvenciaju komponenseket.

« Az f; mintavételi frekvencia legalabb kétszerese a
savkorlatnak, azaz fs = 2f5.

A mintavéeteli torvény megadja a jel mintaértékeibol
valo rekonstrualasanak elvi formulajat is:

- sin[%(t—kT)] T—l
%(t—kT) fs

% DQ (ez a gyakorlatban termeészetesen csak kozelitoleg szamithato ki) 23
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