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Mérések és jelek

x mert jellemzo: idofuggveny - jel

Jel: valamely fizikai jellemzohoz tartozo, a konkreét fizikai
megjelenésétol elvonatkoztatott idofuggveny

X = f(t) - csak idobeli lefolyasa erdekes

x(t) altalaban folytonos ideji jel -
t (ido) valos parameter fiiggvenye
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A jelek osztalyozasa

» Determinisztikus jelek xof

ﬂ ’\/V\/\A/\AA/;\/\/\AA
N

X(t)=A(1-et)

X(t) A

meghatarozott idofliggvénnyel leirhatok

« Sztochasztikus jelek —> I\'A/\ MMA /\ A
N : >
AT

kiilonbozo realizaciojuk kiilonbozo \]
idofuiggvényeket eredményez
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A jelek osztalyozasa

- Analog jelek X
(folytonos idejii)

ﬁt

* Digitalis jelek X()
(diszkrét idejii) H
T —

Mintavételezés + kvantalas — AD konverzio
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G :



Determinisztikus jelek

Determinisztikus jelek osztalyozasa

= Periodikus jelek

= Szinuszos jelek
= Komplex periodikus jelek (Fourier-sorok)

= Nem periodikus jelek

= Kvaziperiodikus jelek (—tavkozléstechnika)

= Abszolut integralhato jelek (Fourier-transzformacio)

» Energiakorlatos jelek (négyzetesen integralhato jelek,
Fourier-transzformacio kiterjesztése)

= Korlatos jelek (robusztus iranyitasok)



Periodikus jelek

Periodikus jelek leirasa: Fourier-sorok
(Joseph Fourier (1768-1830))

T x(t)

ﬁ/\ ,

\t/

« = > 1 T- periédusido

Jo = T f,- frekvencia
kt kt )
x(t) =ay+ z acos | 2m— = + by sin| 2m— 7 valos alak
k=—o0
o kapcsolat: Euler relacio
Kkt

x(t) - z CkelznT komplex alak eizn% = cos <2T[ kt) + isin <2nE>

SIA = ' '
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Periodikus jelek

A periodikus jelek frekvenciatartomanybeli leirasa:

co

x(t) = Z c, et?Tkfot el2mkfot = cos(2mk fyt) + isin(2mk fot)

k=—o0

dbrazolas: abszolut értek és fazis

c, egyutthatok jelentese:

IX(f)] 4
milyen sullyal szerepelnek
a harmonikus dsszetevok: | ‘ ‘ ‘ |
o Loty
vonalas spektrum arg(X(H)1

amplitudé spektrum iy

—',v

fazis spektrum
fo
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Periodikus jelek

A Fourier-egyiitthatok meghatarozasa:

T

1
ao = j x(t)dt k=0-ra, tovabba k>0-ra
0
T T
1 kt 1 , kt
a, = ?j x(t)cos (2n?> dt by, = ?j x(t)sin <2n7> dt
0 0

illetve komplex alakban

1 P Kt K egész szamokra
Ck = ?J x()e “"Tdt
’ Fourier-integral



Periodikus jelek

T

1 _okt . . .
Ck = J x(t)e *"T dt Fourier-integral
0

Egyszerl esetben analitikusan kiértékelhetd, egyebkent —
alkalmazzunk diszkrét kozelitést.

Mintavételezzuk a teljes peridodust N pontban:

T T
At = — xlzx(l—) (=012 ..,N—1)
N n
1T« 2, T 1% kl
— —nkl— z — 12T+
Ck TN X e Ck N l
[=0 =0
Alakilag azonos a diszkrét Fourier-transzformacioval,
N hatékony szamitasi algoritmus: gyors Fourier-transzformacio (FFT)

G 9



Periodikus jelek

Analitikus szamitas: négyszogjel Fourier-sora

MTTT T I T T T T 5 1T (t) . ( (Qﬂ-t)) 4 1
e b I T A AR IO ISV I UV I8 0 A T | €T —8s1gn | cos | — —
0 A A - T')) "2

i i i i i i i i i 1
AN N 3 I N ] L] 1 W . 3 . - T = — periédusidé (T = 0.1)
Tl fo
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Periodikus jelek

Analitikus szamitas: négyszogjel Fourier-sora

:é:::::::::::::fé:::::: f::::::::::::::::::::é: L L —
] o wsin(k3), k€Z#0
? w10 ?
T AN 1] LA A SRR T _
x(t) = Z cpel TH =
k=—o0
1 00
1 ,,ﬂ- i 27 ket 1 1 . (s i 2w kt
= _Z:ooﬁsm(kg)e T +§+§kﬁmn(k§)e T =
I = 2 wy [ el Fh 4 et Fht 1 =sin (k%) 21
_— il .f:—) S— 2 Tt
3 (1) () < 3 R e ()
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Periodikus jelek

Analitikus szamitas: flréeszfog-jel Fourier-sora

Alapperiédusa

iF———5———

T / ______ / |

:c(t}zi—% te[0,T]

T

1
T'= — periédusido (1T'=0.1)
fo

~ o= T
I | 1 [ 1
C - — ——|dt=—|—| — ==0, tovabba £ +# 0 indexekre
’ TD(T 2) T?_Q]O 2 7
|
Cl. ﬁ te 1271t gt a konstans nullazédik, a maradék parcialis integralassal
0
1 T e—iZﬁ%t 1 T —igﬂ'%t o e—iQFﬂﬂ' i
= — —_— [ , — — =
12 (—1i2km) 12 J, i2km 2k
0
a masodik tag 0, mivel e—i2m gt teljes periédusra vonatkozo integralja.
)
So
Y,
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Periodikus jelek

Analitikus szamitas: flréeszfog-jel Fourier-sora

T i : : : : : : : cp = { 27 k=0
. oy =1 2.1 .
-a0a =500 -400 400 600 BDD
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Periodikus jelek

A Fourier-sorok létezése, konvergenciaja:

a matematika egy bonyolult problémaja

Fourier konvergencia téetel:

Ha f periodikus figgvény T pericdusidével, tovabba f és f’ szakaszonként
folytonos a [0, T intervallumban, akkor a

Fourier—sor konvergens, és f(t)-hez tart minden olyan pontban, ahol f
folytonos. Azokon a t helyeken, ahol az f fiiggvénynek szakadasa van, a
sorosszeg a jobb- és baloldali hatarérték aritmetikai atlagaval egyenlo, azaz

1 §
E[f(’f )+ f(E7].




Periodikus jelek

Példak konvergenciara: négyszogjel

Eredeti f Sog f
-------------------------- N 1Y I i.‘ ko 3 I .
S51f
B o T a——
. i i =

,,Gibbs jelenség” 15



Periodikus jelek

Peldak konvergenciara:
Haromszog jel Kétutasan egyeniranyitott szinusz

Eredeti f Eredeti f

v I - T g I T —I =
i T T I
o a15 -an om o omE a1 ol a2




Periodikus jelek

A Fourier konvergencia tétel a Fourier-sorok létezésere, konvergenciajara nem
ad kielégito eredmeényt szamos fontos fliggvényosztaly esetében, pl. a
négyzetesen integralhato periodikus fliggvények esetében:

L2(0,T) jelek: (2 sorozatok:
T @ 0
jlx(t)lzdt<oo z |c|? <
0 n=-—oo
L2(0,T) norma: . (2 norma:
K@llon = |7 [ @ lell: =

0

A Fourier-sorok L2(0,T) normaban valo konvergenciaja a XX. szazadi

matematika egy bonyolult problémaja volt, altalanos megoldas nem
KA\ szlletett ra, szamos tétel kerilt bizonyitasra ...
G 1



Periodikus jelek

A talan legsikeresebb: Riesz-Fischer tétel

Minden {c,.} € (? sorozathoz taldlunk olyan f(t) € L?(0.T) fiiggvényt,
amelyre

o
2 2
Z lex|” = [[FllT20,1)-

k=—o0

Részletosszeg, Cesaro-kozep: x(t) T szerint periodikus fv.

n

Spx = z cre?mklot g x =

k=—n

Sox‘l'Sl + +SN

szummadcios eljdrds
N+1

Ha x(t) € L?(0,T), akkor Al’im Ix — onxll2¢07)-

Konvergencia - szummacios eljdrasok réven teljesiil.
Y, 18



Nem-periodikus jelek: jelterek

Nincs altalanos elmélete a nem-periodikus jeleknek, osztalyokba soroljuk
Oket - egy-egy osztalyon beliil irjuk le kozos tulajdonsagaikat.

Az osztalyozas alapja: linearis fliggvényterek - olyan terek, amelyek
elemei fliggvények, és amelyekben az osszeadas és a szammal (skalarral)
valé szorzas miiveletére fennall a linearitas, azaz, ha f{, f2,..., fn,-
elemei az L térnek, akkor

f= zakfk €L
k=1

Végtelen dimenzios terek: a funkcionalanalizis foglalkozik veliik.

Jelterek: linearis terek, amelyek elemei x(t) fuggvenyek
Mi specialis jelterekkel foglalkozunk:

« Abszolut integralhato jelek tere
« Negyzetesen integralhato jelek tere

 Korlatos jelek tere "



Nem-periodikus jelek: jelterek

= Abszolut integralhato jelek: az L? tér

f |x(t)]|dt < oo

i

eqy norma: el = f () dt

Ha egy térben létezik norma, normalt térnek nevezzik.

Ha egy normalt térben minden normaban konvergens sorozat a tér
valamely eleméhez konvergal, Banach térnek nevezzuk.

Az L' tér normalt tér, és Banach tér.

G 20



Nem-periodikus jelek: jelterek

= Négyzetesen integralhato jelek: az L? tér
Jlx(t)lzdt < o

Nevezik még az energiakorlatos fliggvények terének.

Miért? - A négyzetes integral kapcsolatba hozhato a jel energia-

tartalmaval: ©
(villamos példa) P=JU=RI? E=R Jll(t)lzdt
Norma: [lxll,z = f x(O1?dt Az L2 tér: normdlt tér
\ es Banach ter
SIA
21



Nem-periodikus jelek: jelterek

Az L2 ter specialis tulajdonsaga, hogy definialhatunk
benne belso szorzatot (skalaris szorzat).
X,y € I2 (e = | @y

A belso szorzat révén tudjuk definialni az ortogonalitas fogalmat:

x és y ortogonalisak egymassal, ha (x, y),2 = 0.

Az ortogonalitas révén felveheto koordinata rendszer, azaz
definialhato bazis, amelyben tetszoleges térbeli fliggvény
kifejezheto a bazis elemeinek linearis kombinaciojaval. Az L2 tér
bazisai végtelen sok elemet tartalmaznak.

Ha egy térben létezik belso szorzat, belsoszorzat térnek nevezziik.

Ha egy belsoszorzat térben minden normaban konvergens sorozat a
tér valamely eleméhez konvergal, Hilbert térnek nevezziik.

Az L? tér Hilbert teér. -



Nem-periodikus jelek: jelterek

= Korlatos jelek: az L~ tér

max |x(t)| < o

—o00<Xx<00

A fuggveényertékben (amplitudoban) korlatos jelek.

Norma: Ix[|0 = max [x(t)]
<x<0o

sup - mert nem biztos, hogy a
figgvény a maximumat felveszi

’ . ess - bovebb fliggvényosztalyra igaz,
Precizebben: x|~ = ess sup |x(2)] megszamlalhatoan sok

elszigetelt szingularitas
megengedett

D\ Az L= ter Banach ter.

23



A Fourier transzformacio

Egy x(t) € L! jel Fourier-transzformaltja

X(w) = x(t)e tdt  w = 2nf korfrekvencia

1 (0.0)
A Fourier-transzformacio kiterjeszthet6 x(t) € L* jelekre
a 6(t) Dirac-delta fogalmaval (Plancherel-féle elmélet).

Ennek megfeleloen:

az x(t) € L? Fourier-transzformaltja egy X (w) € L? fliggvény.

letezik inverz transzformacio:

X(t) o L JO‘O
A var |,

G 2

X(w)e'tdw



A Fourier transzformacio

A Fourier-transzformalt jelentése:

1 00 et = cos(wt) + i sin(wt)
x(t) — \/—_ f X(a))ei“’tda) , az Euler relé,cié
2r ) X(w) egy sulyfliggvény:

a kiilonbozo frekvenciaju sin es cos fliggvenyekhez
(periodikus komponensekhez) tartozo sulyok

Egy példa: |

négyszogletes ablakfiiggvény, vagy 08
karakterisztikus fliggvény o / \\
-Q 0 Q [©]
§% (Paros fiiggvény Fourier transzformaltja valos fiiggvény)

G 2



A Fourier transzformalt

A Fourier-transzformalt: valos valtozos komplex fuggveny
X(w) - X(-w) =X(w)

Példa: csillapodo szinusz jel | X (w)| amplitidd spektrum: paros

Signal FFT Spectrum: Abs

500* T . . T . . L . L . L . T . T . T . T ]
1,
0.8}
] R T R T
Al IR 1oof/JU~
1 i [ : : : : : -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-04 1
-0.6 EO
08 | S S N SO
aF
L L L L L L L L L L -2k L L L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
time [s] [kHz]
’ ° o ’
SA arg(X(w)) fazis spektrum: paratlan
o
26



Sztochasztikus jelek

VAR VAR valoszinlsegi valtozo-sokasag:

N\/\/MVA\] A/\ A A . tben (idd) paraméterezett

o vegtelen sok realizacio - x;
« minden realizacio kulonbozo
x(t) idofliggveny

Kozéperték: N

1
7(0) =~ ) % (0)

=1

Wl /A WAW/\WAN\A L lim F(8) = Ex(0)]= ()

varhato ertek, 1. momentum
27



Sztochasztikus jelek

Sztochasztikus jelek analizise:

Determinisztikus jellemzoket igyekszunk leszurni beloluk.
Peldak:

ValoszinUsegi eloszlas- ill. strdsegfuggvenyek

Varhato értéekek, momentumok

Korrelacios-, és kovariancia fuiggvények

Spektralis fuggvények, stb.

28



Momentumok

Momentumok:

1. momentum w,(t) = E[x(t)] kozéperték

2. momentum Py (t) = E[x*(t)]  négyzetes kdzép
k. momentum ax(t) = E[x*(1)]

Centralis momentumok:
2. centralis momentum ¢2(t) = E[(x(t) — E[x(¢)])?] szorasnégyzet

k. centralis momentum ¥X(t) = E[(x(t) — E[x(£)])¥]

G 29



Momentumok

Egylittes momentumok:

R, (t, 71,7y, ..., Ts) = E[x()x(t + 1)t + T5) ... (t + T3] k. momentum

Co(t, 71, ....,Tx) = E[(x(t) — E[x(&)D(x(t + 1) — E[x(t + T)]) ...

W (x(t+ 1) — Elx(t +1)D] k. centralis momentum

Leggyakrabban alkalmazott egyiittes momentumok:

1. momentum: autokorrelacio figgveny

R, (t, ) = E[x(t)x(t + 7)]

1. centralis momentum: autokovariancia fuggveny
Cx(t,7) = E[(x(¢) — E[x(©O)D(x(t + 7) — E[x(t + D)])]

30



Sztochasztikus jelek

Stacionaritas:

o Egy sztochasztikus jel akkor stacionarius, ha minden
momentuma és egyuttes momentuma idotol fliggetlen.

e Egy sztochasztikus folyamat valamilyen N rendben
gyengen stacionarius, ha legalabb az elso N
momentuma és egyuttes momentuma idotol fliggetlen.

Stacionarius jelekre:
1 1%
EO] = i [ 5Ot ExO) = Jim 5 ) x (0
0 i=

|d6atlag Osszesség-atlag
DY 1



Sztochasztikus jelek

Ergodicitas:

T N
1 1
E[x(t)] = Tlim Tf x(t)dt E[x(t)] = I\IILIT.}ONZ x; (t)
—00 J e
|dbatlag Osszesség-atlag

Egy stacionarius sztochasztikus jel ergodikus, ha az
osszesség- es az idoatlagra kepzett momentumai es
egyuttes momentumai azonos ertekuek.

Az ergodicitas is lehet gyenge: csak valahanyadik
momentumig igaz.

A
32



Sztochasztikus jelek

Sztochasztikus jelek szokasos osztalyozasa

= Stacionarius jelek

= Ergodikus jelek
= Nemergodikus jelek

= |nstacionarius jelek

Az ergodikus stacionarius jelek analizisére rendelkeziink
altalanosan hasznalhato eszkozokkel.

Nemergodikus es instacioner jelek specialis eseteire
vannak analizis modszerek.

33



Sztochasztikus jelek

Mas szempontu osztalyozas: valoszinlségi eloszlas szerint

= Egyenletes eloszlasu jelek
= Normalis (Gauss) eloszlasu jelek
= ... kiilonbozo mas eloszlasu jelek

A normalis (Gauss) eloszlasu

sztochasztikus jelek kozponti szerepet  f(x) =
jatszanak a jelfeldolgozasban. oV2T

_(x—m)?
e 202

o Elso és masodik momentumai teljesen leirjak a folyamatot (u,0).

« A kozponti hatareloszlas tétel szerint tetszoleges eloszlasu
folyamatok osszege a normalis eloszlasu folyamathoz tart.

34
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Korrelacidoanalizis

Autokorrelacio, autokovariancia

Egy sztochasztikus folyamat kiilonbozo idopontokhoz tartozo értékei
kozti relacio meréseére:

R,.(t,7) = E[x(t)x(t + 7)]
Cx(t,7) = E[(x(¢) — E[x(©)D(x(t + 1) — E[x(¢ + 7)])]

Keresztkorrelacio, keresztkovariancia

Két sztochasztikus folyamat kiilonboz6 idopontokhoz tartozo értékei
kozti relacio meéréseére:

Ryy(t,7) = Elx(t)y(t + 7)]
Cx(t,7) = E[(x(t) — E[x(©)D(x(t + 7) — E[x(t + D)])]

G 3



Korrelacidoanalizis

Korrelacio
= Két valtozo kozti kapcsolat - relacio - mértéke.
= Onmagaban nem jelent ok-okozati Gsszefliggést.

= Akorrelalatlansag nem feltétlendl jelent fliggetlenséget
(statisztikai vagy koznapi értelemben sem)

lgazak a kovetkezo allitasok:

« Ha két jelenség kozott ok-okozati kapcsolat all fenn, a
jelenségekhez tartozo valtozok korrelaltak.

o Ha két valtozo fuggetlen, akkor korrelalatlan is.
Forditva nem feltétlenul igazak.

Korrelacio analizis

A gyakorlatban valtozok kozti osszefliggeések - igy ok-okozati
osszefiiggések - meghatarozasara hasznaljuk (kello 6vatossaggal).

G 3
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Korrelacidanalizis

Stacionarius folyamatokra:

Autokorrelacio, autokovariancia
R, (t) = E[x(t)x(t + 7)]
Cx(T) = E[(x(t) — .ux)(x(t +17) — .ux)] Uy = Elx(t)]

Keresztkorrelacio, keresztkovariancia
Ryy (1) = E[x(®)y(t + 17)] iy = Elx(t)]
Cry(@) = E[(x() =) (¥t + D) — )] 1y = Ely(®)]

A korrelacio- és kovariancia fliggvények csak t eltolasi idotol fuggnek.

G 7



Spektrumanalizis

Sztochasztikus jelekre nem teljesul az abszolut vagy négyzetes

integralhatosag — nem létezik Fourier-transzformaltjuk

Ergodikus stacionarius sztochasztikus jelek spektradlis figgvenye:

Autokorrelacié (autokovariancia) fliggvényiik
Fourier-transzformaltja

00

G (w) = f R,(v)e~tdr ahol R, (1) = E[x(t)x(t + 7)]
— 00
az auto-teljesitménysiiriség fliggvény
(APSD - Auto Power Spectral Density)

G 38



Spektrumanalizis

Létezik az autokorrelacio (autokovariancia) fliggvény Fourier-
transzformaltja?

Az autokorrelacio fiiggvény nem feltétlendil L2 térbeli fliggvény, de

korlatos jelek autokorrelacio (autokovariancia) fiiggvenye
a Dirac-6 megengedésével Fourier-transzformalhato.

Végtelenil keskeny és magas

t 5(x) impulzus: nem fliggvény!
AN 0
oo x=0
— -1
5(x) {0 N J 5(x)dx
Paul Dirac francia fizikus vezette be,

X preciz matematikai megalapozasa:
disztribucidoelmelet.

G 3



Spektrumanalizis

0-tol kiilonbozo6 kozéperteki jel:

Azonosan allando fiiggvény

: o> | Cx(w)
Fourier-transzformaltja A
nullatol kiilonbozo esetben
nem létezik, de kiterjesztett
értelemben /\/\/\/\/\’\
Gy(w) = 6(w)
w
SIA

G a0



Spektrumanalizis

Szinusz-jel: x(t) = sin w,t
B‘_"_'{:(T) — ESin{JJDt SiIl oy (t —|— T)] —

= FE'[sin wot(sin wot cos woT + cos wot sin woT)| =
2

= FE[sin” wot cos woT + sin wgt cos wot Sin wgT )| =
= cos woT E[sin? wpt] + sin weT E[sin wot cos wot] =

1 — cos 2wt sin 2wt 1

= coswoT E| | + sinwoeTE| | = = coswoT
2 2 2
A Fourier-transzformaltja h [ 1@l
nem létezik, de kiterjesztett dlx 1AM
értelemben
Ge(w) =6(w— wy) + 5(w + wy) :
Wo Wo w

AN
G “



Spektrumanalizis

auto-teljesitmenysuriseg fliggvény
GX (a)) Gx (f ) APSD - Auto Power Spectral Density

Fobb tulajdonsagai:

|Gx(w)| — Gx(w) Gx(_w) — Gx(w)
valos fliggveny paros fliggvény
Linearis rendszer atvitele:

Gy ((1)) — |W(a)) |2 Gx (a)) X - bemeneti, y - kimeneti jel

SIA
B/



Spektrumanalizis példa

SN WD

0

= L Il I O |
-~ | L il Ui

ﬂ 900

Id6tartomanybeli jel SRR SR T U W N N T N .

(510]0)| METRRRURPUNNG. SURNNONY. ETNOI. IRPTNN PRNON SRR, VIRV SRRV, - ITAIVITIN. IAVRTIN SR

Teljesitmenysuruseg N T L T . T e

spektrum (APSD) : I A R L T T T e e

a pOZitiV frekvenCiékhOZ | e ORI SR SR IO RSP, SRR SRR STISTIN S, S —
tartozo részt abrazoltuk oo
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Spektrumanalizis példa

CI VI

0

|ldotartomanybeli jel

Teljesitmeényslrdséeg
spektrum (APSD)
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