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A mérés eredmeénye

A méres eredmeénye: & — valészinlségi valtozo.
Meresi sorozat: &, - N méres

100 200 300 400 500 BO0 oo &o0 900 1000

Relativ gyakorisag: s Xi 15 Xy o
N mérés eredményebol mekkora felosztas €el. F — n
hanyad esik egy meghatarozott I = VLN
tartomanyba? i = Xi-1, X
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A relativ gyakorisag

Hisztogram: f; = -
l

Példa: 1000 mérési pont, 100 (+2) intervallum

hi = x; —x;—4
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A relativ gyakorisag

R
Nh;
Példa: 1000 mérési pont, 100 (+2) intervallum

Hisztogram: f; =

hi = x; =Xi—4

A hisztogram a valészin(ségs(iriiség fliggvény egy becslését adja

Normalis (Gauss) eloszlas: 1 (x—mm)?

f(x) = e 202 ,haranggorbe”




A relativ gyakorisag

A relativ gyakorisag N novekedeésevel stabilizalodik:

N=1000 [

N=10000 .. | ‘ | ‘ | | |




A relativ gyakorisag

A relativ gyakorisag N novekedeésevel stabilizalodik:

N=100000 *T" | | | | | | | |

N=1000000 . | o o




A valészinuség

A relativ gyakorisag N novekedesével meghatarozott

szamhoz tart: y o
valoszinuseg

A valoszinUség relativ gyakorisagokkal valo definialasa a ,,naiv”

valoszinliségelmélet korébe tartozik (Pascal, Fermat, Bernoulli,
Moivre, Laplace).

A valoszinlseg axiomatikus megalapozasa:
Andrei Kolmogorov.

Annpeéit Huxomaesuu Konmoropos (1903-1987)

Valoszintisegelmelet (1933)

A relativ gyakorisagok konvergenciaja a valoszintségelméletben
bizonyitando tételek formajaban jelenik meg.

(0sszefoglalo néven: nagy szamok torvénye)
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Valdszinuségelmeélet

* Valoszinlségi mezo: 2 alaphalmaz és ennek részhalmazain
definialt szamok (mertek).

 Véletlen kimenetell kiséerleteket végzink, illetve véletlen
esemeények kovetkeznek be.

« A kisérletek kimenetelei, az esemenyek Q alaphalmaz
részhalmazai, Ac Q.

« Valoszinlsegek: az esemenyekhez rendelheto szamok,
P(A), amelyekre

~+0<P(A) <1

'S , o
g * P(Q1) =1 (a biztos esemeny valoszinusege 1)
X e {4} (i=123,..), A;A; = O Vi # | ” °°
S {l}(, .,,) o N PUAL- :ZP(AL-)
(egymast kizaro esemenyek eseten) \ —
A
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Valdszinuségelmeélet

Tetelek:
« P(P) =0 (alehetetlen esemény valoszinlsege 0)

A3 (=12,..,n), LA =OVi #j, Ay + Ay +.. +4, = 0,
azaz teljes eseményrendszer eseten,
(A7) + P(4,) + ... +P(4,) = 1

* P(A) =1— P(A) (a kiegészito esemény valoszin(isége)
 Ha A c B, azaz A maga utan vonja B-t,

P(A) < P(B) ésP(B—A) =P(B)—P(4)
« P(A+ B) = P(4) + P(B) — P(AB)
e P(A; +A4,+-+A,) <P(4)) + P(4,) +..+P(4,)

SIA
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Feltételes valdszinuség

A és B két egymastol fliggetlenll elvegzett kiserlet
eredmeénye, P(B) # 0:

P(A|B)
a valoszinlsege A esemenynek, olyan esetekben, amikor B
bekovetkezett:
P(AB)

PAIB) = s

P(AB) a két esemény egyuttes bekovetkezesének valoszinlsege.

P(A|B) feltételes valoszinliség 4 esemény B esemény
bekovetkezesére vonatkoztatott valoszinlsége.

G 1



Feltételes valdszinuség

A szorzasi szabaly: P(AB) = P(A|B)P(B)

A teljes valoszinlseg tétele és Bayes tetele:
{Bl} (l = 1,2, ...,Tl), BLB] — @,Vl :/:j, Bl + B2 +... +Bn = (),

azaz teljes eseményrendszer esetéen, tovabba ha teljesiil
P(B;) # 0, akkor A tetszoleges esemenyre

n
P(A) = Z P(A|B;)P(B;) a teljes valoszinlseg tetele
i=1

P(A|By)P(By)
i=1 P(A|B))P(B;)

P(B,|A) = Bayes tetele

G 1



Fuggetlenség

Koznapi értelemben ket esemeny fliggetlen, ha egymasra
nincsenek befolyassal. A valoszinlisegi ertelmezes:

P(A|B) = P(A)

amely a definicio szerint azonos a kovetkezovel:

P(AB) = P(A) P(B)

llllll

sztochasztikusan fuggetlenek, ha

egyilittes valészinliségiik megegyezik
valészinlségiik szorzataval.
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Valoszinuségi valtozok

Az alaphalmaz a valos szamegyenes - elemi esemenyek a
valos szamok. Események - intervallumok.

¢ valoszinUségi valtozo valészinilségeloszlas fliggvenye:
F(x) = P(¢ <x)
A valoszinUsegeloszlas fliggveny tulajdonsagai:

 F(x;) < F(x,), ha x; < x,, azaz monoton novekedo

I

n——oo

e lim F(x)=0 .

e limF(x)=1

n—00
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Valdszinuségi valtozdk

¢ valoszinusegi valtozo folytonos, ha letezik f(x) = 0
fuggveny, hogy

b
F(b)—F(a) =Pla<x<b)= ff(x)dx

f(x) x valoszinUliségi valtozo valoszinlségsiiriiség
fuggvenye.

Tulajdonsagai:

foof(x)dx =1 Fx)= fxf(f)ds‘

f(x) =F'(x), ha F folytonos és differencialhato fiiggveny

> 14



Egylttes eloszlasok

(&n) valoszinlségi valtozok egyiittes valdszinliségeloszlas
fuggvenye:
H(x,y) =P <x,y < 1)

(&n) valoszinlsegi valtozok egyiittes valészinliségsiiriiség
fuggvenye A(xy), amelyre

y X
Hey) = [ | e magan
azaz H folytonosan differencialhato eloszlasfliggveny esetéen

02H(x,y)
dx0y

h(x,y) =

G s



Peremeloszlasok

(§,n) valoszinusegi valtozok peremeloszlasai az egyiittes
valoszinliségeloszlas alapjan:
F(x) = P(§ <x,m < o) = H(x, o)

G(y) =P <oo,n< y)=H(co,y)

Az egyiittes valészinliségsiiriiség fliggvenybol
a surudsegfiiggvenyek:

0.0)

F(x) = jx j" h($,n)dnds fx) = f h(x,n)dn

— 00

az eloszlasfiiggvenyek:

— 00 —O00

y &

o) = [ [nemdzan 9o = [ nEwd

— 00

00

AN
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Feltételes eloszlasok

& valoszinUsegi valtozo A eseményre vonatkoztatott
felteteles valoszinlsegeloszlas filiggvenye:

F(x|A) = P(¢ < x|A)
felteteles valoszinulsegstrtiseg fliggvénye:
f(x|A) = F'(x|A)
feltéve, hogy F folytonosan differencialhato.

Kilonosen fontos eset: & valoszinlségi valtozon =y
esemeényre vonatkoztatott felteteles eloszlasa, F(x|y):

0H (x,y)
— i __ Oy
Fxly) = lim P(E <xlysn<sy+Ay) Flxly) = 70
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G 1



Valdszinuségi valtozdk fuggetlensége

(&€,n) valoszinlseégi valtozokat fiiggetlennek nevezziik, ha
tetszoleges a,b,c,d konstansok mellett

Pla<x<bc<y<d)=Pa@a<x<b)P(c<y<d)

Bizonyithato, hogy ez ekvivalens a kovetkezokkel:

H(x,y) =F(x) G(y) h(x,y) = f(x) g(y)

SA
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Varhato érték

Kozéperték: _ _ 1

N2 %]

N]=

=1
nagy szamu esetre - S .
stabilizalodik egy eérték iranyaban  [%*« , & o o ", e

lim x = E|[x]

N —o00 N’

E|.]  valoszinlségi valtozo vdrhaté értéke

A varhato érték szarmaztatasa a valoszinlsegslruseg
fuggvenybdl:

co

Elx] = fxf(x)dx 1. momentum
SIA — o0
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Varhato érték

Osszeg varhato értéke: ha létezik £ és n varhato értéke,

E[$ +n]=E[S]+Eln]

Szorzat varhato érteke: ha & es n fuggetlen valoszinlsegi
valtozok, tovabba létezik varhato ertekik,

El$n] = E[S]E[n]

Felteteles varhato érték:

(0.0) (0.0)

E[€]A] = j xf(e|)dx  E[€ln =] = f xf Cely)dx

— 00 — 00

G 20



Momentumok

Momentumok:

1. momentum ty = E|x] kozépérték

2. momentum Yz = E[x?] négyzetes kozép
k. momentum ak = E[x*]

Centralis momentumok:

2. centralis momentum o2 = E[(x — E[x])?]  szorasnégyzet
k. centralis momentum  y* = E[(x — E[x])¥]
Egylittes momentumok:

Kovariancia Korreladcios egylitthato

[(x —ElxD( — ElyD]
v =E[(x—E ~E }
§%C TP T e VE[Cx — ElxD?IE[(y — ElyD?]
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